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s4 扬 数学 文化 : 
感受 数学 魅力 


本 从 书 精 选 对 人 类 文明 发 展 起 过 重要 作 
用 、 在 深化 人 类 对 世界 的 认识 或 推动 人 类 对 
世界 的 改造 方面 有 某 种 里 程 碑 意义 的 主题 ， 
深入 浅 出 地 介绍 数学 文化 的 丰富 内 涵 6、 数学 
发 展 史 中 的 一 些 重要 篇 章 以 及 一 些 善 名 数学 
家 的 历史 功绩 和 优秀 品质 等 内 容 ， 适 于 包括 
中 学 生 在 内 的 读者 阅读 。 


内 容 简 介 

非 欧 几何 的 发 现 是 科学 史上 的 一 件 大 
事 。 本 书 用 通俗 易 懂 的 语言 和 浅显 的 方式 ， 
阐述 了 非 欧 几何 产生 的 历史 过 程 ， 介 绍 了 非 
欧 几 何 的 基本 内 容 ， 剂 析 了 非 欧 几 何 与 欧 氏 
几何 的 关系 ， 并 指出 了 非 欧 几何 的 深远 影 
响 。 在 介绍 非 欧 几 何 的 基本 内 容 时 ， 本 书 采 
用 了 “ 圆 几 何 ” 的 模型 ， 这 便于 让 读者 从 直 
观 上 接受 非 欧 几 何 的 种 种 结论 ， 并 摆脱 对 它 
的 神秘 感 。 
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整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 和 精神 文 
明 的 发 展 史 交融 在 一 起 的 。 数学 不 仅 是 一 种 精确 的 
语言 各 工具 .一 门 博 大 精深 并 应 用 广泛 的 科学 , 而 
目 更 是 一 种 先进 的 文化 。 它 在 人 类 文明 的 进程 中 
一 直 起 着 积极 的 推动 作用 , 是 人 类 文明 的 一 个 重 
要 支柱 。 

学 好 数学 , 不 等 于 拼命 做 习题 、 背 公式 , 而 是 要 
着 重 领 会 数学 的 思想 方法 和 精神 实质 ， 了 解数 学 在 
人 类 文明 发 展 中 所 起 的 关键 作用 ,自觉 地 接受 数学 
文化 的 十 陶 。 只 有 这 样 ,才能 从 根本 上 体现 素质 教育 
的 要 求 , 并 为 全 民族 思想 文化 素质 的 提高 奋 实 基础 。 

鉴于 目前 充分 认识 到 这 一 点 的 人 还 不 多 ,更 
远 未 引起 各 方面 足够 的 重视 ,很 有 必要 在 较 大 的 
范围 内 大 力 进 行 宣 传 、 引 导 工 作 。 本 从 书 正 是 在 
这 样 的 背景 下 ,本 着 弘扬 和 普及 数学 文化 的 宗 和 旨 
而 编辑 出 版 的 。 

为 了 使 包括 中 学 生 在 内 的 广大 读者 都 能 有 所 收 
益 , 本 丛书 将 着 力 精 选 那些 对 人 类 文明 的 发 展 起 过 
重要 作用 、 在 深化 人 类 对 世界 的 认识 或 推动 人 类 对 
世界 的 改造 方面 有 某 种 里 程 碑 意义 的 主题 由 学 有 
专长 的 学 者 执笔 , 抓 住 主要 的 线索 和 各 本质 的 内 容 ， 由 


浅 入 深 并 简明 生动 地 向 读者 介绍 数学 文化 的 丰富 内 
涵 、 数 学 文化 史诗 中 一 些 重 要 的 篇 章 以 及 古今 中 外 
一 些 闭 名 数学 家 的 优秀 品质 及 历史 功绩 等 内 容 。 每 
个 专题 篇 幅 不 长 , 并 相对 独立 , 以 易于 阅读 、 便 于 携 
带 且 尽 可 能 降低 书 价 为 原则 , 有 的 专题 单独 成 册 , 有 
些 专题 则 联合 成 册 。 

希望 广大 读者 能 通过 阅读 这 套 丛 书 , 走 近 数 学 、 
品味 数学 和 理解 数学 ,充分 感受 数学 文化 的 构 力 和 
作用 , 进一步 打开 视 丢 ,启迪 心智 , 在 今后 的 学 习 与 
工作 中 取得 更 出 色 的 成 绩 。 


李 大 潜 
2005 年 ]2 月 
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一 、 本 | 


大 和 多数 人 只 知道 一 种 几何 , 那 就 是 人 们 在 中 学 
里 学 的 欧 几 里 得 几何 ,简称 欧 氏 几何 . 人 们 会 认为 这 
种 几何 是 最 自然 的 几何 , 是 天 经 地 义 的 永恒 真理 . 

在 19 址 纪 中 时 , 数学 上 破 天 切 地 出 再 了 一 种 新 
儿 修 ,打破 了 欧 氏 几何 的 一 统 天 下 .人们 把 这 种 新 
几何 称 六 非 欧 几 何 , 或 罗 巴 切 夫 斯 其 几何 . 非 欧 几 
何 的 是 再 , 无 论 在 数 常 史上 , 还 是 在 科学 史上 , 都 是 
一 件 天 事 . 它 罕 破 了 两 千年 来 的 传统 几何 观念 ,在 
空间 观念 上 是 一 场 重 大 芋 命 . 

在 非 欧 几何 中 , 其 些 命题 与 欧 几 里 得 几何 一 致 ， 
比如 描述 三 角形 全 同 的 “ 边 边 边 ”、“ 边 和 角 边 ”与 “ 角 
边 角 ”的 定理 . 但 是 , 有 相当 多 的 重要 命题 与 欧 几 里 
得 几何 大 相 径 庭 . 比如 , 在 这 种 新 几何 中 ， 

“过 给 定 直 线 外 一 点 可 以 作 无 穷 多 条 直线 与 给 
定 和 直线 平行 ”; 

“三 角形 的 内 和 角 之 和 小 于 180 度 ”; 

“没有 短 形 存在 ”; 

“两 个 三 角形 的 三 个 和 角 对 应 相等 , 则 它们 全 同 ”; 

“ 毕 达 可 近期 定理 不 再 成 立 ”, 需要 换 成 更 复杂 
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“三 角形 的 面积 不 能 任意 大 ”， 
初次 听 到 这 些 命题 ,人们 可 能 会 大 为 惊奇 ， 并 对 非 
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欧 几 何 充满 着 神秘 感 . 人 们 不 禁 要 间 , 这 种 几何 是 
怎样 产生 的 ? 难道 我 们 熟悉 的 欧 几 里 得 几何 错 了 吗 ? 
这 种 非 欧 几何 符合 人 们 的 生活 经 验 吗 ? 到 底 哪 种 几 
何 是 真实 的 呢 ?” 这 种 新 几何 有 什么 用 吗 ? 

本 书 试图 用 通俗 易 懂 的 语言 和 浅显 的 方式 来 回 
答 这 些 问 题 . 我 们 将 详细 解释 非 欧 几何 是 怎样 产生 
的 ,介绍 非 欧 几何 的 基本 内 容 , 剖析 非 欧 几何 与 欧 
氏 几 何 的 关系 ， 并 介绍 非 欧 几何 的 庞 加 芋 模 型 . 这 
种 模型 可 以 帮助 读者 从 直观 上 接受 非 欧 几何 , 并 最 
终 摆 脱 对 它 的 神秘 感 . 

非 欧 几何 的 进一步 发 展 导 致 了 黎 坚 几何 的 产生 ， 
而 后 者 后 来 成 为 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 数学 基础 . 
爱 因 斯 坦 的 相对 论 从 根本 上 改变 了 人 类 的 时 空 观 ， 
并 有 重大 的 应 用 . 

从 讨论 欧 几 里 得 的 平行 公设 开始 , 到 非 欧 几 何 
的 出 现 与 黎 曼 几何 的 建立 ,再 到 广义 相对 论 , 在 这 
个 温 长 而 曲折 的 历史 链条 中 ， 人们 看 到 了 人 类 扎 求 
理性 完美 的 努力 是 何等 瑚 强 ! 而 这 种 努力 所 带 来 的 
成 就 又 是 何等 辉煌 ! 作者 人 花 了 足够 的 笔墨 ,来 摘 述 
这 一 历史 链条 上 种 种 事件 , 以 展示 这 一 过 程 中 数学 
思想 的 发 展 变 化 . 

本 书 是 一 本 通俗 读物 ,而 不 是 一 本 教科 书 我 
们 的 叙述 将 尽量 避免 会 式 的 推 寻 ,而 把 重点 放 在 数 
学 思想 的 阐述 上 . 一 般 说 来 , 具有 高 中 数学 知识 的 
读者 能 够 访 民 本 书 的 一 大 半 , 面具 有 徽 积 分 知识 的 
人 则 可 以 读 懂 其 全 部 内 容 . 


一 、 非 欧 几 何 是 上 起 样 诞生 的 


非 欧 几何 的 诞生 , 源 自 对 欧 几 里 得 的 第 五 公设 
的 讨论 与 研究 . 因此 , 我 们 先 从 欧 几 里 得 的 巨著 《4 几 
何 原 本 少 说 起 . 


欧 几 里 得 及 其 《几何 原本 》 


欧 几 里 得 是 古 希 腊 的 一 位 伟大 的 学 者 . 现在 ， 
上 号 们 只 知道 他 的 大 要 生活 年 上限 〈( 约 公元 前 325 一 前 
270) , 而 具体 的 出 生年 月 以 及 逝世 日 期 均 无 从 考证 . 
早年 他 就 读 于 雅典 ,后 来 在 亚历山大 城 度 过 了 他 的 
大 半生 ,并 成 为 亚历山大 学 派 的 惕 基 人 人 . 他 的 一 生 
和 写 了 许多 有 关 数 学 、 天 文 ,区 学 和 音乐 的 书 , 但 影响 
最 大 的 莫 过 于 & 几何 原本 3 了. 

《 几何 原本 》 原 文 的 莫 文 译 名 为 《Elements》. 
最 早 的 中 文 译本 是 明代 科学 家 徐光启 (1562 一 -1633) 
和 -一 位 外 国 传 教士 联合 翻译 的 . 

《 几何 原本 少 共 分 13 着 , 其 中 1 一 6 卷 是 关于 
平面 几何 的 ,7 一 10 卷 是 关于 数论 的 ,， 11 一 13 卷 是 
关于 空间 几何 的 . 除去 一 系列 的 定义 、5 个 公设 与 5 
个 公理 之 外 ,全 书 共 有 467 个 命题 《也 可 称 定 理 ) . 

欧 几 里 得 的 4 几何 原本 4 是 古 和 希腊 理性 文明 的 杰 
出 代表 . 旱 在 欧 斤 里 得 之 前 的 数 百 年 . 古 和 希腊 人 对 哲 
理 的 研究 就 发 展 到 相当 高 的 程度 . 他 们 热衷 于 哲学 、 
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数学 、 天 文 的 研究 , 努力 追求 理性 的 完美 , 先后 出 现 
了 许多 著名 的 学 派 , 如 毕 达 哥 拉 斯 〈《Pythagoras， 约 
公元 前 580 一 前 500) 学 派 和 柏拉图 (Plato, 公元 前 
427 一 前 347) 学 派 . 他 们 对 数学 的 最 大 贡献 就 是 对 
于 每 一 个 数学 命题 ,都 要 根据 明白 无 误 的 假定 和 事 
先 给 定 的 公理 与 公设 , 由 形式 逻辑 推演 出 来 . 上 古 希 
腊 人 的 这 种 精神 后 来 被 确定 为 数学 的 基本 精神 , 并 
沿用 至 今 。 当时 的 这 些 学 派 已 经 掌握 了 一 大 批 定 理 
及 其 证 明 . 欧 几 里 得 正 是 在 这 种 背景 下 编写 了 他 的 
臣 著 -一 一 人 几何 原本 . 


1 和 酌 几 里 得 画 何 


在 & 几何 原本 》 中 的 四 百 密 个 命题 中 , 绝 大 部 分 
是 前 人 已 经 知道 的 事实 , 并非 欧 几 里 得 所 原创 . 欧 
几 里 得 的 最 大 贡献 在 于 他 巧妙 地 把 这 数 百 个 定理 排 
成 一 个 有 序 的 链 , 使 得 其 中 的 每 个 定理 都 可 以 由 给 
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定 的 公理 与 公设 ,以 及 前 面 证 明 过 的 定理 ,用 形式 
逻辑 推 盖 出 来 . 这 样 , 欧 几 里 得 在 4 玫 何 原本 》 中 构 
建 了 人 类 有 史 以 来 第 一 座 演绎 推理 的 宏伟 大 厦 . 它 
是 如 此 的 精巧 、 严 密 、 完 美 , 信人 赞叹 不 已 . 

在 4 几何 原本 》 中 属于 欧 几 里 得 个 人 的 成 果 , 主 
要 是 两 件 事 : 一 个 是 求 两 个 整数 的 最 天 公约 数 的 算 
法 ,通常 称 之 为 欧 几 里 得 算法 , 在 我 国有 时 称 之 为 
加 和 技 相 除法 ; 石 一 件 是 证 明 率 效 的 个 数 是 无 穷 的 . 这 
个 优美 简单 的 证 明 至 今 还 在 被 广泛 采用 . 

与 其 他 四 百 欠 个 定理 相 比 ,专属 欧 几 里 得 的 定 
理 在 其 中 只 占有 很 小 的 一 部 分 . 但 是 , 欧 几 里 得 的 
重大 贡献 ， 在 于 他 在 前 人 的 基础 上 ,首次 规范 丁 公 
理 与 公设 , 并 把 当时 所 有 已 知 的 定理 用 它们 逐一 推 
演出 来 . 欧 几 里 得 的 《 几何 原本 3》 是 数学 史上 第 一 个 
公理 系统 ， 它 为 数学 的 发 展 提 供 了 一 个 上 典范. 他 的 
这 项 功绩 要 下 十 大 于 他 发 现 的 几 个 定理 . 

著名 物理 学 家 爱 因 斯 坦 曾 高 度 评价 欧 几 里 得 的 
贡献 . 他 议 : 

“在 远 辑 推理 上 的 这 种 令 人 惊叹 的 胜 

利 ,人 司 人 们 为 人 类 未 来 的 成就 获得 了 必要 

站 人 售 必 . 

岁 几 里 得 的 和 几何 原本 少 不 仅 为 数学 科 党 ， 而 
上 且 为 其 他 科学 树立 了 一 个 光辉 的 榜样 . 它 启 示人 人们 ， 
在 众多 的 事物 中 , 要 努力 找 出 那些 最 为 基本 的 东西 ， 
拒 它 们 作为 讨论 的 出 发 点 ， 以 演绎 出 各 种 各 样 的 结 
论 . 正 是 受 了 欧 几 里 得 几何 的 影 呈 .牛顿 才 把 他 的 
三 条 力学 定律 , 作为 其 一 切 讨 论 的 基本 出 发 点 与 基 
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本 依据 . 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 在 教育 史上 也 是 最 具 
影 啊 的 教科 书 . 在 欧洲 ， 人们 把 它 或 其 改写 本 作为 
中 和 尝 教 材 有 一 千年 以 上 的 历史 ， 人 人 们 曾 把 是 否 通 晓 
几何 作为 衡量 人 的 教育 程度 的 一 项 标志 -. 《几何 原 
本 涩 被 翻译 成 世界 各 种 文字 , 其 版 本 之 多 , 发行 量 之 
大 ,持续 时 间 之 久 , 仪 次 于 《圣经 》. 许多 大 科学 家 
者 5 谈 起 过 他 们 在 中 学 时代 深 受 欧 几 里 得 的 影 啊 . 爱 
因 斯 坦 锭 经 说 过 如 下 的 话 : 

“如 果 欧 几 里 得 未 能 激发 起 你 少年 时 

代 , 的 科学 激情 ,， 那 你 肯定 不 会 是 一 个 天 才 

的 科学 家 .” 

把 爱 因 斯 坦 的 这 句 话 当 作 一 个 命题 ， 那么 它 的 
站 和 否 命 题 便 是 “任何 一 个 天 才 的 科学 家 在 少年 时 伐 
者 惫 经 币 欧 由 里 得 沂 起 科 尝 的 激情 . ” 

我 国明 代 科 尝 家 徐光启 在 翻译 欧 几 里 得 《4 几何 
原本 少时 各 商 度 评价 了 此 书 . 他 说 : 

“能 靖 此 书 者 ,无 一 事 不 可 精 ; 好 此 书 

者 ,无 一 事 不 可 学 . 

他 们 说 得 是 何等 好 啊 ! 

一 二 多 年 来 , 世界 各 国 均 以 欧 几 里 得 几何 交 基 
本 内 容 编 写 了 初等 几何 , 作为 中 学 的 一 门 重要 课程 . 
在 中 等 教育 中 几何 课 一 直 占 有 极光 特殊 的 地 位 : 它 
有 有效 地 培育 本 学 生 的 推理 能 力 、 严 密 思 尘 的 习惯 和 
努力 探索 的 精神 . 这 一 点 可 能 是 其 他 课 所 不 可 替代 
上 的 . 这 在 过 去 是 如 此 ,今天 ,在 现在 高 科技 时 和 代 依旧 
如 此 . 那些 试图 上 肛 低 欧 大 几何 在 基础 教育 中 地 位 的 
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种 种 说 法 , 如 果 不 是 偏见 , 便 是 无 知 . 那些 试图 在 中 
学 教育 中 取消 欧 氏 几何 、 了 取消“ 证 明 ” 的 种 种 做 法 ， 
不 是 在 进行 教学 改革 , 而 是 对 两 千年 来 科学 与 文明 
的 否定 . 
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欧 几 里 得 的 公理 系统 


现在 让 我 们 来 具体 地 分 析 一 下 欧 几 里 得 的 公理 
系统 . 

在 十 希腊 时 代 ， 人们 把 对 名 个 学 科 都 适用 的 基 
本 假定 称 作 公理 , 把 只 通用 于 某 一 个 学 科 的 基本 假 
定 称 为 公设 . 

在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 了》 中, 他 列 出 5 条 公 
理 和 5 条 公设 . 

吹 几 里 得 的 5 条 公理 是 : 

1. 等 于 同一 个 量 的 两 个 量 相 等 ; 


2. 等 量 相 加 ,其 和 相等 ; 

3. 等 量 相 减 , 其 差 相 等 ; 

4. 可 以 重合 的 图 形 , 对 应 的 量 相 等 ; 

5. 全 体 大 于 部 分 . 

欧 几 里 得 在 & 几何 原本 少 中 的 5 条 公设 如 下 : 

1. 两 点 之 合 可 以 作 一 条 直线 段 ; 

2. 直线 段 可 以 无 限 延 长 ; 

3. 以 任意 一 点 为 中 心 、 以 任意 给 定 的 线段 为 半 
径 可 以 作 一 个 贺 ; 

4. 所 有 直角 都 相等 ; 

5. 若 一 条 直线 段 与 男 四 两 条 直线 段 相 交 , 和 且 使 
一 侧 的 内 第 之 和 小 于 两 个 直角 , 则 该 两 条 直线 段 无 
限 延 长 后 必 相 交 (上 抑 图 3) . 


(otB < 180°) 


图 3 欧 几 里 得 第 5 公设 


乍 一 看 , 这 些 公理 与 公设 , 特别 是 这 里 的 公理 
与 前 4 条 公设 , 全 部 都 是 极为 自然 的 事 , 有 些 话 其 
至 近似 于 “不 必 说 的 废话 ”. 其 实 不 然 . 严谨 的 古 希 
腊 人 认为 ,数学 命题 的 证 明 , 每 一 步 都 应 该 有 确切 
的 依据 , 这 里 所 谓 “ 依 据 ” 就 是 公设 与 公理 、 命 题 本 
身 的 假设 , 以 及 此 前 已 经 证 明了 命题 . 除 此 之 外 , 不 
允许 有 任何 其 他 东西 作为 依据 . 因此 , 欧 见 里 得 必 
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须 列 出 一 切 要 用 到 的 基本 事实 ,尽管 它们 是 那样 显 
然 . 列 遇 这 些 极 为 明显 的 事实 作为 公理 与 公设 , 这 中 
以 表明 欧 几 里 得 在 & 几何 原本 》 中 推理 的 严谨 性 . 
应该 说 . 这 里 列 出 的 公理 与 公设 都 是 欧 几 里 得 
经 过 深思 部 上 庶 的 结果 .这 里 我 们 不 打算 讨论 每 一 条 的 
意义 ,只 想 指 出 如 下 几 点 : 
首先 ,第 1、3 公设 中 说 可 以 作 一 条 直线 段 或 
圆 ， 而 不 说 “存在 ”. 这 是 因为 在 《4 几何 原本 了》 中 有 
许多 几何 作 图 的 命题 . 这 了 两 条 公理 是 为 几何 作 图 进 
行 铺垫 . 在 古 希 腊 早 就 有 倒 规 直 尺 作 图 之 说 ,这 两 
条 公设 为 圆规 直 尺 作 图 提供 了 依据 . 与 此 同时 , 也 
限定 了 大 们 只 能 做 这 两 件 事 : 使 用 没有 刻度 的 直 尺 
连接 直线 段 和 用 圆规 依据 给 定 的 中 心 与 半径 作 一 个 
图. 大 家 知道 , 所谓 “二 等 分 角 问 题 ” 也 正 是 在 这 样 
的 意义 下 , 才 成 为 一 个 历史 难题 . 
其 次 , 欧 几 里 得 没有 使 用 “无 穷 直 线 ” 的 概念 -. 
通常 ,“ 直线 ”一 - 词 有 两 个 含义 : 一 是 介 于 某 
两 点 之 间 的 有 穷 直 线段 ， 一 是 无 限 直 线 ， 后 者 是 
前 者 无 限 延 长 的 结果 . 欧 几 里 得 对 待 匹 穷 采 取 了 T 
极其 慎重 的 态度 : 他 不 使 用 “无 穷 直 线 ”的 概念:， 
而 只 承认 两 点 之 间 可 以 作 一 条 直线 段 和 直线 段 可 以 
任意 延长 . 如 果 人 使用“ 无穷 直 线 ”, 那么 第 1、2 条 公 
设 , 可 以 换 作 一 条 : 过 任意 两 点 可 以 作 一 条 (无 穷 ) 
直线 . 
这 种 (无穷 ) 直线 与 直线 段 的 差异 最 明显 地 表 
现在 第 5 公设 上 . 大 家 知道 , 欧 几 里 得 的 第 5 公设 
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过 绘 定 直 线 外 一 点 ， 可 以 必 一 条 直线 

并 且 只 能 作 一 条 直线 ,与 已 知 直 线 平 行 . 
显然 , 这 里 所 说 的 “直线 ”实际 上 都 是 指 “ 无 穷 直 
线 ”. 事实 上 , 所 谓 两 直线 平行 就 是 指 两 条 不 相交 的 
《无 镭 ) 直线 . 这 个 命题 通常 称 为 平行 公设 . 

在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 中， 他 没有 在 无 穷 
意义 下 使 用 “直线 ”一 词 ， 有 其 明显 的 理由 : 把 一 
条 直线 段 无 限 地 延长 后 的 总 体 称 作 直 线 , 这 样 做 位 
乎 超出 了 人 的 直接 经 验 . 试问 有 谁 见 过 了 这样 的 直线 
呢 ? 正 是 因为 欧 几 里 得 只 在 有 和 穷 的 意义 下 使 用 直线 
一 词 , 他 才 把 第 5 公设 条 述 成 上 述 的 样子 . 

尽管 欧 儿 里 得 竭力 避免 使 用 无 穷 , 但 他 不 可 如 
人 免 地 要 与 无 穷 打 交道 . 他 的 所 谓 任意 延长 只 不 过 是 
加 人 鲍 无 穷 直 线 的 一 种 说 法 而 已 . 同样 , 直线 段 “任意 
延长 ”同样 十 超出 人 的 直接 经 验 的 . 

大 家 知道 无 穷 "“ 是 困扰 数学 家 的 一 大 采 烦 . 在 
数学 家 当中 ,有 一 批 人 不 吾 欢 “无 穷 ” 一 词 , 尽力 各 
亿 明 显 地 使 用 它 , 而 使 用 了 与 之 等 价 的 说 法 . 欧 儿 里 
得 就 是 一 例 . 对 于 这 种 做 法 ,人们 称 之 为 “ 潜 无 穷 ”. 
而 直接 承认 “无 穷 ” 并 明显 使 用 “无 究 ” 的 术语 的 做 
法 ,人们 称 之 为 “ 实 无 穷 ”. 

再 次 , 我 们 指出 , 第 5 公设 的 提出 是 欧 几 里 得 
的 一 大 页 献 . 

事实 上 , 除去 第 5 公设 之 外 ,其 他 公理 与 公设 
都 是 古 希 腊 人 已 经 常用 的 ,只 不 过 是 由 欧 儿 里 得 系 
统 而 明确 地 提出 来 而 已 . 但 是 第 5 公设 似乎 以 前 别 
人 没有 用 过 . 欧 几 里 得 能 够 提出 它 ,表明 他 有 过 人 的 
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洞察 力 , 看 到 了 这 条 公设 的 不 可 或 缺 性 .后 来 由 第 
5 公设 引发 的 广泛 而 长 期 的 研究 以 及 非 欧 几何 的 诈 
生 , 则 进一步 表明 了 提出 这 个 公设 的 重要 性 . 因此 ， 
有 人 认为 第 5 公设 是 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 说 
的 最 重要 的 一 句 话 . 

最 后 , 我 们 还 要 指出 , 以 现代 的 观点 看 , 欧 几 里 
得 的 公理 系统 还 有 许多 不 完善 之 处 , 甚至 有 许多 缺 
欠 . 19 世纪 未 着 名 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert, 1862 一 - 
1943) 对 欧 几 里 得 的 公理 系统 进行 了 深入 而 彻底 的 
研究 , 殉 服 了 欧 几 里 得 系统 的 各 种 不 足 . 可 惜 我 们 无 
法 在 这 个 小 册子 里 详细 介绍 他 的 工作 了 . 


第 5 公设 引起 的 争议 与 研究 


从 一 开始 , 欧 几 里 得 的 第 5 公设 就 引起 了 广泛 
的 争议 . 

很 多 人 认为 ,第 5 公设 在 叙述 上 形式 复杂 ,不 像 
其 他 公设 那样 简单 明了 ,看 上 去 更 像 一 个 定理 . 曾 
有 不 少 人 认为 欧 几 里 得 第 5 公设 并 不 独立 于 其 他 公 
设 ,并 试图 用 其 他 公设 推出 第 5 公设 . 这 种 试图 证 
明 第 5 公设 的 努力 , 是 旷日持久 的 ,一 -直到 非 欧 几 
何 的 建立 为 止 , 前 后 竞 长 达 两 于 多 年 . 在 两 千 多 年 的 
漫长 内 月 里 , 不 和 类 有 多 少数 学 家 卷 人 入 这 股 风 潮 , 并 
为 证 明 第 5 公设 而 耗 尽 了 自己 毕生 的 精力 . 

但 是 ,所 有 的 这 种 努力 都 毫 无 例外 地 失败 了 .其 
中 不 少数 学 家 曾 一 度 宣称 自己 已 经 证 明了 第 5 公设; 
但 是 , 后 来 人 们 发 现 , 在 他 们 的 证 明 中 实际 上 用 到 | 
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了 与 第 5 公设 等 价 的 命题 , 因此 证 明 是 无 效 的 . 

在 无 数 次 的 失败 面前 ， 人们 对 证 明和 第 5 公设 变 
得 心 英 意 懒 . 

匈牙利 的 几何 学 家 波 尔 约 在 写 hs 5 
公设 的 儿子 的 信和 中 说 : 

“体会 在 这 上 面 花 费 挤 所 有 的 时 间 , 终 

身 不 能 证 明 这 个 命题 ,..-..-.. 这 个 措 无 天 

日 的 黑暗 将 吞没 成 千 位 怕 和 牛顿 那样 的 杰出 

的 天 才 . 它 人 任何 时 候 也 不 会 在 这 个 世界 上 

明 阅 化, 它 不 会 让 不 痒 的 人 类 在 几何 上 取 

得 成 功 . 这 将 是 永远 留 在 我 心中 的 巨 创 .” 

志 界 上 的 事 总 有 两 个 方面 - 人 人 们 的 努力 没有 白 
费 , 它 至 少 让 人 们 更 多 地 理解 了 第 5 公设 的 意义 . 
男 外 ,长 期 的 失 赂 又 促 使 人 们 从 不 同 的 角度 考虑 问 


题 : 不 再 证 明 它 ,而 去 设法 更 换 它 一 一 这 束 导 致 了 
非 钦 几何 诞生 . 流 尔 约 的 儿子 正 是 走 的 后 一 条 和 路 ,成 
为 非 欧 几何 的 创始 人 之 一 . 


让 我 们 先 说 说 , 无 数 的 失败 带 给 了 人 们 什么 东 
西 .其 中 重要 的 收获 就 是 , 人 和 们 得 到 了 一 系列 与 欧 几 
里 得 第 5 公设 等 价 的 命题 , 而 这 些 命 题 本 身 看 上 去 
那样 自然 , 以 致使 基 些 研究 者 误 以 为 它们 自然 成 立 ， 
从 而 导致 许多 人 误 认 为 自己 证 明了 第 5 公设 . 
人 人 和 们 认识 到 , 欧 几 里 得 第 5 公设 与 下 面 命 题 中 
任何 一 个 等 价 : 
(I) 平行 公设 ( 见 第 2 节 ); 
( 开 ) 三 角形 的 内 角 和 等 于 180 度 ; 
《 亚 )》 有 矩形 站 在 ; 
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(IY) 有 相似 而 不 全 同 的 三 角形 存在 ; 
(VY) 三 角形 的 面积 可 以 任意 大 |; 

在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 四 百 多 个 命题 中 ， 
我 们 可 以 将 它们 分 做 两 类 : 一 类 是 其 证 明 只 用 到 了 
前 面 4 个 公设 ,而 不 涉及 第 5 公设 ; 另 一 类 是 必须 
依据 第 5 公设 才能 证 明 的 . 两 个 二 角形 全 同 的 命题 、 
大 多 数 有 关 作 图 的 命题 (比如 过 线 外 一 点 和 作 一 直线 
有 段 与 已 知 直线 垂直 ,又 比如 ,给 定 一 条 直线 及 其 上 
一 点 ,过 该 点 作 一 条 直线 使 之 与 已 知 直 线 的 交角 等 
于 给 定 的 角 ) ,都 属于 前 一 类 ; 而 上 述 的 5 个 合 题 
(I) 至 (V) 都 属于 后 一 类 . 

信人 感 兴 趣 的 是 , 上述 5 个 命题 中 的 任何 一 个 
再 加 上 前 面 的 4 条 公设 就 能 推出 第 5 公设 . 

下 面 我 们 谈 谈 这 些 命 题 中 的 前 三 个 , 重点 为 第 
2 个 命题 ; 而 其 中 的 第 4、5 个 命题 留待 后 面 讨 论 . 

平行 公设 与 第 5 公设 的 等 价 性 很 早 就 被 发 现 了 ， 
比如 ,公元 150 年 希腊 的 天 文学 家 托 勤 密 (Ptolemy, 
约 9 168) 曾 宣 称 自 己 证 明了 第 5 公设 ,但 后 来 人 
们 指出 , 他 实际 上 用 到 了 平行 公设 . 后 来 , 苏格兰 数 
学 家 扑 雷 非 尔 (Playfair, 1748 一 1819) 指出 了 两 者 的 
等 价 性 . 用 平行 公设 去 证 明 第 5 公设 是 显然 的 ( 留 
给 读者 自己 完成 ) . 用 第 5 公设 去 证 明 平 行 公设 也 
是 不 难 的 . 

”三 角形 的 内 骨 之 和 等 于 一 个 平和 衣 , 这 一 定理 是 

欧 几 里 得 几何 的 一 个 基本 定理 . 问题 它 的 (现代) 证 
明 ,可 以 清晰 地 看 到 这 个 定理 对 平行 公设 的 依赖 关 
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系 , 见 图 4. 由 于 平行 公设 与 第 5 公设 有 等 价 关 系 ， 
邦 三 角形 的 内 和 衣 和 六 平角 这 一 定理 实际 上 也 就 依 款 
于 第 5 公设 . 


性 


图 4 三 角形 内 角 和 等 于 平角 的 证 明 


著名 的 法 国 数 和 尝 家 款 让 德 (A. M. Legendre， 
1752--1833) 对 第 5 公设 作 了 深入 研究 ,他 证 明了 
车 有 两 个 大 小 不 等 而 彼此 相似 三 角形 , 则 第 5 公设 
成 立 . 他 还 证 明了 , 若 有 一 个 三 角形 的 内 和 角 和 小 于 平 
和 角 , 则 所 有 三 角形 的 内 和 角 和 都 小 于 平角 . 若 有 一 个 三 
骨 形 的 内 角 之 和 等 于 平角 ， 则 所 有 三 角形 的 内 和 角 也 
是 如 此 , 并 且 欧 几 里 得 第 5 公设 成 立 . 

算 形 的 存在 与 三 角形 内 和 角 之 和 六 平角 有 紧密 
联系 . 如 果 短 形 存 在 ,就 意味 着 至 少 有 一 对 三 角形 
的 内 角 之 和 为 平角 ,那么 , 根据 勒 让 德 的 结果 ， 欧 
几 里 得 第 5 公设 成 立 .. 反之, 若 第 5 公设 不 成 立 ， 
则 三 角形 的 内 和 角 小 于 平角, 自然 也 训 不 可 能 有 秆 形 
存在 . 

大 们 也 可 以 直接 从 矩形 的 存在 推出 平行 公设 ， 

办 法 如 下 : 设想 有 一 个 矩形 存在 ,以 给 定 的 直线 工 
为 底 边 , 以 给 定 的 点 为 其 一 个 顶点 . 这 时 我 们 用 
铺 砖 的 办 法 , 用 同样 的 矩形 ， 一 个 算 形 接着 一 个 矩 
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形 地 洛 着 工 向 两 侧 铺 展开 来 . 那么 这 些 和 定形 之 另 一 
底 边 , 就 构成 了 一 条 过 已 点 的 平行 于 工 的 直线 . 

历史 上 不 少 人 在 试图 证 明 第 5 公设 时 , 是 从 讨 
论 四 边 形 的 内 角 和 出 发 的 . 其 中 以 中 世纪 的 阿拉 伯 
数学 家 海 亚 姆 (Khayyam, 约 1048 一 1131) 和 17 地 
纪 数 学 家 萨 开 里 (Saccheri, 1667 一 1733) 的 方法 最 为 
肉 型 并 富有 启发 性 . 他 们 的 方法 非常 类似 . 我 们 只 介 
绍 萨 开 里 的 方法 就 足够 了 . 

了 荚 开 里 的 研究 在 当时 影响 广泛 . 他 在 1733 年 出 
版 了 一 本 书 , 名 为 《 欧 几 里 得 几何 无 懈 可 击 》. 他 考 
察 了 一 种 四 边 形 A4BCD ( 见 图 5), 其 中 A= ZB 
为 直角 ,并且 AD = 一 BC. 这 种 四 边 形 后 来 被 称 为 萨 
开 里 四 边 形 , 或 海 亚 姆 - 萨 开 里 四 边 形 . 


a C 


图 5 了 萨 开 里 下边 形 


在 无 须 使 用 欧 几 里 得 第 5 公设 的 条 件 下 , 很 容 
易 证 明 在 上 述 陕 开 里 四 边 形 中 ZC 一 Z<D. 这 时 只 
有 下 列 三 种 可 能 性 : 

(1) (直角 假设 )}LC = LD = 一 直角; 

(2) ( 钝 和 角 假 设 ) 人 LC = LD > 直角; 

(3) ({ 锐 和 衣 假 设 )}ZC = LD < 直角 . 


io 


首先 ,在 直角 假设 下 , 萨 开 星 证 明了 第 5 公设 成 
六 . 反之 ,在 第 5 公设 成 立 的 条 件 下 , 显然 有 ~C = 
ZD = 直角 . 因此 , 欧 几 里 得 第 5 公设 等 价 于 萨 开 里 
下 边 形 中 的 直角 假设 . 

其 次 , 在 钝 角 假 设 下 , 萨 开 里 导出 也 盾 (与 直 
线 可 无 限 延 长 矛盾 . 由 于 篇 幅 所 限 , 这 里 我 们 略 去 他 
的 和 证明) . 

最 后 ,在 锐角 假设 下 , 了 萨 开 里 导出 了 一 系列 几 
何 现 每: 如 三 角形 内 角 之 和 小 于 平角 , 过 线 外 一 点 
可 以 作 很 多 条 直线 与 已 知 直线 平行 ,等 等 . 他 当时 
认为 这 些 现象 是 如 此 奇怪 , 无 法 令 人 接受 . 因此 ,他 
认为 他 导出 了 也 盾 , 从 而 只 剩 下 直角 假设 是 无 于 眉 
的 . 于 是 他 声称 证 明了 欧 几 里 得 第 5 公设 . 如 此 这 
般 , 他 认为 了 多 几 里 得 几何 是 “无 懈 可 击 的 ”. 

光 了 理解 萨 开 里 的 讨论 ,i 上 我 们 看 看 他 怎样 从 
锐角 假设 导出 三 角形 内 和 角 和 小 于 180° . 

假定 入 ABOC 为 给 定 的 一 个 三 角形 , 醒 万 与 五 
分 别 为 A4B 与 AC 之 中 点 . 又 设 万 与 五 的 连 线 为 
i. 过 A 后 问 1 作 乓 线 , 其 玲 足 六 下 , 见 图 6 ( 注 : 这 
些 作 图 总 是 可 能 的 , 与 第 5 公设 无 关 ) . 在 1 上 取 
G 及 上 太 ( 见 图 6), 使 得 GD 二 DF, EH 一 EF. 这 
时 显 然 , 入 AFD 和 BGD, AAFE ACHE ( 注 : 
二 角形 全 同 的 定理 s.a.s. 与 第 5 公设 无 关 ). 由 此 推 
出 BG 与 CH 均 钙 直 于 !. 

很 容易 看 出 ， 四 边 形 GHCB 是 一 个 萨 开 里 四 
边 形 . 根据 锐角 假设 , 该 四 边 形 的 两 个 顶 角 BCH 
与 ~CBG 之 和 小 于 180° . 而 这 两 个 项 角 之 和 恰好 


了 站 


就 是 A4BC 的 三 个 内 和 角 之 和 . 因此 , 这 便 由 锐角 假 
设 导 出 了 三 角形 内 季 和 小 于 180"” 的 绪论. 


图 6 锐角 假设 一 三 角形 内 和 和 一 180° 


此 外 ， 萨 开 里 还 在 锐角 假设 下 , 导出 了 过 线 外 
一 点 可 以 有 多 条 直线 与 已 知 直 线 平行 . 萨 开 里 的 推 
导 是 完全 正确 的 . 但 是 , 他 认为 由 锐角 假设 导出 了 
什么 矛盾 , 这 是 错误 的 . 事实 上 , 无 论 是 三 角形 内 角 
和 小 于 180。 ， 或 过 线 外 一 点 有 多 条 直线 与 给 定 直 
线 平行 , 这 些 现象 并 不 与 第 5 公设 之 外 的 其 他 公设 
或 公理 牙 盾 . / 

萨 开 里 在 锐角 假设 下 所 导出 的 现象 只 是 与 通常 
人 们 的 观念 相 子 盾 , 而 非 逻辑 上 的 了 矛盾， 因此 , 萨 
开 里 并 没有 证 明 欧 几 里 得 第 5 公设 . 最 早 指出 这 一 
点 的 是 德国 数学 家 克昌 格 尔 (G.S. Kliigel, 1739 
1812) . 实际 上 , 克昌 格 尔 对 于 欧 几 里 得 第 5 公设 能 
否 由 其 他 公设 证 明 产 生 了 怀疑 . 

尽管 萨 开 里 没有 证 明 欧 几 里 得 第 5 公设 , 但 是 
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他 的 讨论 却 告诉 人 们 : 从 逻辑 上 看 ， 如 果 更 换 欧 玫 
里 得 第 5 公设 , 可 能 导致 一 些 新 的 几何 现象 . 

瑞士 数学 家 兰 伯 特 (Larmbert，1728 -一 1777) 所 
屋 的 工作 与 萨 开 蜂 有 些 类 似 . 他 也 考察 了 一 类 四 边 
形 , 其 中 三 个 角 为 直 和 骨 , 而 第 四 个 和 角 有 三 种 可 能 性 : 
直角 、 钝 角 和 和 锐角. 他 同样 在 锐角 假定 下 , 导出 许多 
几何 命题 ,这些 傅 题 与 欧 氏 几何 大 相 径 庭 . 其 中 最 
引 大 注目 的 命题 是 , 在 锐角 假设 下 ,三 角形 的 面积 
取决 于 其 内 角 和 ; 三 角形 面积 与 其 角 闪 成 正比 . 这 
里 所 谓 角 从 是 T 减 去 三 个 内 角 之 和 (以 弧度 制 表 示 
角度 ) . 但 是 与 陕 开 里 不 同 , 他 不 认为 这 些 命 题 是 无 
法 接受 的 . 他 其 至 认为 只 要 一 组 假设 相互 没有 逆 盾 ， 
谢 担 供 了 一 种 新 几何 的 可 能 . 这 实际 上 就 是 非 欧 几 
何 思想 的 一 种 萌芽 . 

在 兰 伯 特 的 研究 中 ., 他 还 注意 到 在 钝 角 假 设 下 
导出 的 几何 命题 恰好 在 球面 上 成 立 . 他 由 此 竟然 猜 
想到 “锐角 假设 下 的 几何 可 以 发 生 在 半径 为 虚数 的 
球面 上 ”. 有 趣 的 是 他 的 这 些 说 法 后 来 被 双 曲 几何 
所 证 实 . 

兰 伯 特 的 观点 已 经 非常 接近 非 欧 几何 ， 呈 是 他 
没有 说 出 这 个 名 字 而 已 . 读者 可 能 感到 困惑 的 是 , 难 
道 几 何 的 公设 或 公理 , 可 以 完全 脱离 人 的 现实 经 验 
而 随意 更 改 吗 ? 诚然 ， 公 理 或 公设 应 该 与 人 们 的 经 
验 相 符 . 然而 应 当 指 出 ， 人 的 经 验 有 很 大 局 限 性 , 特 
别 是 要 受到 人 类 活动 范围 的 限制 . 即使 在 高 科技 的 
今天 ， 人 类 的 活动 范围 依然 十 分 有 限 ， 相对 于 宇宙 
而 育 是 十 分 涡 小 的 . 人 人 们 对 几何 图 形 的 了 解 、 认 识 
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和 经 验 , 不 可 避免 地 带 有 某 种 局 限 性 . 单 插 经 验 我 
们 根本 无 法 断言 “两 条 直线 在 无 限 延 长 ”后 会 发 生 
什么 . 也 就 是 说 , 欧 几 里 得 第 5 公设 所 涉及 的 问题 
时 已 超 趣 了 人 类 的 直接 经 验 范 畴 . 我 们 没有 理由 认 
为 , 里 换 这 一 公设 会 与 人 类 经 验 相 违背 . 


谁 创立 了 非 欧 几何 ? 


前 面 提 到 的 一 些 数 学 家 ， 尤其 是 兰 伯 特 ， 对 于 
韭 区 几何 的 诞生 有 重要 贡献 . 但 是 ,他 们 都 没有 能 
正式 提出 一 种 新 几何 并 建立 系统 的 理论 . 而 著名 德 
国 数学 家 高 斯 (Gauss, 1777 一 1855), 多 政 利 数学 家 
波 尔 约 (J. Bolyai, 1802--1860) 和 俄国 数学 家 罗 巴 
切 夫 斯 基 (N.E. Lobatchevsky, 1792 一 1856) 却 这 样 
做 了 . 通常 人 们 认为 他 们 是 非 欧 几 何 的 创始 人 . 

高 期 是 最 时 指出 欧 几 里 得 第 5 公设 独立 于 其 他 
公设 的 人 .他 时 就 知道 试图 证 明了 这 一 公设 的 努力 是 日 
2 他 管 经 告诉 他 的 朋友 说 , 早 在 1792 年 他 就 

经 有 一 种 思想 , 去 建立 一 种 逻辑 几何 学 ， 其 中 欧 
jC 5 公设 并 不 成 立 . 1794 年 高 斯 在 给 朋友 的 
一 封 信 中 , 指出 在 他 的 这 种 几何 中 , 三 角形 的 内 角 
和 小 于 平角 , 而 三 角形 面积 依赖 于 三 角形 的 内 角 和 和 和. 
上 比 外 ,三 角形 的 面积 不 超过 一 个 种 数 ,， 无 论 其 顶点 
相距 多 远 . 他 不 认为 自己 由 于 更 换 第 5 公设 而 导致 
了 什么 下 盾 ， 面 宁肯 承认 这 是 一 种 新 几何 . 从 1813 
年 开始 ,他 进一步 发 展 了 他 的 新 几何 ， 最初 称 之 为 
反 欧 几何 ， 后 来 称 之 为 非 欧 几 何 . 他 坚信 这 种 几何 


1 


在 逻辑 上 是 无 元 盾 的 , 并 且 是 真实 的 , 能 够 应 用 的 . 
为 此 他 还 实际 测量 了 欧洲 三 个 山峰 构成 的 三 角形 内 
角 , 他 相信 和 内角 和 小 于 平角 这 一 事实 只 有 在 很 大 的 
三 角形 中 才 会 显露 出 来 . 但 他 的 测量 因 仪 器 的 误差 
而 宣告 失败 . 最 可 贵 的 一 点 在 于 ， 高 斯 认识 到 欧 几 
里 得 几何 不 是 唯一 和 的 几何 学 . 

遗憾 的 是 高 斯 在 生前 没有 发 表 任 何 关 于 非 欧 几 
何 的 论 闭 .人 们 是 在 他 逝世 后 , 从 他 与 朋友 的 来 入 项 
件 中 得 知 了 他 关于 非 欧 几何 的 研究 结果 和 看 法 . 高 
斯 担心 发 表 这 些 结 采 可 能 引 来 “黄蜂 绕 耳 ”， 但 受 
攻击 . 


图 7 高 斯 


和 娩 牙 利 青 年 数学 家 波 尔 约 1825 年 在 研究 欧 几 
里 得 第 5 公设 的 基础 上 建立 了 一 种 新 几何 , 并 称 之 
为 “绝对 空间 中 的 几何 ”他 得 到 了 许多 结果 是 与 高 
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斯 一 致 的 . 他 成 功 地 建立 了 适用 于 欧 氏 几何 及 非 欧 

几何 中 的 正弦 定律 的 统一 公式 : 

snA sinB sinC 
C20 Op OC 

其 中 a, pc 是 人 4BC 的 三 个 角 的 对 边 ，@r 的 表 

不 式 如 下 : 


Ed 


2nr, 欧 氏 几何 ; 


or 二 4 2krsin 二 ， ”球面 几何 ; 


2kn sinh 非 欧 几何 ， 


其 中 大 为 一 常数 . 他 的 父亲 是 高 斯 的 朋友 , 把 他 的 
论文 转交 给 高 斯 . 但 部 斯 认为 他 的 思路 与 所 得 到 续 
果 跟 30 多 年 前 自己 的 想法 完全 一 致 . 高 斯 对 他 父亲 
说 “称赞 他 【〔〈 指 波 尔 约 ) 就 等 于 称赞 我 自己 ”. 后 来 ， 
他 的 论文 “绝对 空间 中 的 科 尝 "在 1832 年 作为 他 父 
淋 的 一 本 书 的 附录 发 表 . 
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图 9 罗 巴 切 夫 斯 基 


几乎 与 波 尔 约 同时 , 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 
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独立 地 建立 了 非 欧 风 何 的 理论 . 当时 他 称 之 为 “想象 
中 的 几何 ”. 罗 巴 切 夫 斯 基 1826 年 在 路 山大 学 数学 
物理 系 公 开 报 告 了 他 的 研究 成 果 . 这 个 报告 的 主要 
内 容 在 1829 年 正式 发 表 . 这 是 第 一 篇 正式 发 表 的 有 
关 非 欧 几 何 的 学 术 论 文 . 随后 ,他 接二连三 地 发 表 了 
一 些 论文 , 不 断 补充 、 完 善 他 的 有 关 非 欧 几 何 的 理 
论 . 直至 他 逝世 前 , 他 一 直 从 事 着 关于 这 种 新 几何 的 
研究 . 他 的 论文 后 来 被 译 成 德 文 , 高 斯 得 知 后 对 罗 巴 
切 夫 斯 基 的 研究 工作 给 予 很 高 的 评价 . 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 公 布 他 的 新 几何 之 后 , 立即 遭 
到 了 攻击 , 说 他 荒唐 可 筑 ,“ 是 对 有 学 问 的 数学 家 的 
嘲讽 ”. 他 也 因此 但 到 各 种 不 公正 的 待遇 , 在 孤独 中 
度 过 了 自己 的 晚年 人们 对 他 的 工作 的 理解 是 他 去 
世 之 后 的 事 , 那 是 因为 人 们 后 来 发 现 高 斯 生前 做 过 
”同样 的 研究 , 而 高 斯 在 当时 数学 界 的 影响 非 同 小 可 ， 
这 才 引 起 人 们 对 非 欧 几 何 及 罗 巴 切 夫 斯 基 工 作 的 重 
视 和 进一步 的 研究 . 但 非 欧 几何 最 终 得 到 普 授 承认 
还 是 在 非 欧 几何 的 实际 模型 建立 之 后 . : 

在 三 个 非 欧 几何 的 创始 人 中 , 高 斯 最 早上 有 具有 了 
韭 欧 几何 的 思想 和 研究 成 果 ，, 但 他 没有 公开 发 表 ，; 
波 尔 约 与 罗 巴 切 夫 斯 基 研 究 非 欧 几 何 的 时 间 大 体 相 
当 , 他 们 是 彼此 独立 的 . 但 波 尔 约 的 论文 正式 发 表 略 
晚 些 . 另外 , 罗 巴 切 夫 斯 基 关 于 非 欧 几何 的 研究 更 为 
系统 , 内 容 也 更 丰富 .有 鉴于 此 ,人们 有 时 将 非 欧 几 
何 也 称 为 “罗马 切 夫 斯 基 几 何 ”. 此 外 ,人 们 使 用 这 
一 名 字 的 另 一 个 原因 是 为 了 使 之 区 别 于 后 面 要 讲 到 | 
的 黎 曼 的 非 欧 几 何 . 


多 名 


非 欧 几何 的 影响 


非 欧 几何 的 诞生 结束 了 欧 几 里 得 几何 的 一 统 天 
下 . 两 于 针 年 来 , 人们 一 直 认 为 欧 几 里 得 几何 是 描述 
我 们 束 以 生存 的 宇宙 的 唯一 正确 的 几何 , 它 的 一 切 
结论 都 是 物质 世界 的 必然 . 非 欧 几何 的 诞生 对 于 人 
们 的 这 些 早已 习 以 为 当 的 看 法 提出 了 实 锐 挑战 . 再 
实 志 界 到 底 是 怎样 的 几何 ? 怎样 看 待 和 解释 非 欧 几 
何 ， 七 是 纯 四 辑 的 结果 ， 还 是 具有 某 种 现实 意 闵 ? 
在 非 欧 几何 之 后 , 出现 了 了 一些 重要 的 新 的 儿 何 分 支 ， 
如 仿 射 几何 、 射影 几何 、 曲面 上 的 内 芒 几 何等 , 并 最 
终 导 至 了 蝎 洲 广泛 的 几何 歼 电 几何 的 诞生 (后 
面 章 节 内 将 更 为 详细 地 介绍 这 一 过 程 ) . 黎 曼 几何 
后 来 成 为 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 数 尝 基础 .而 广义 
相对 论 又 为 人 们 提供 了 新 的 时 空 观 . 如 果 说 爱 因 斯 
坦 的 广 交 相 对 论 是 人 类 天 于 时 空 观 念 的 一 场 重大 蔷 
命 ,那么 韭 欧 几何 的 出 现 便 是 这 场 革 命 的 前 奏 曲 . 


总 呵 


三 、 并 不 神秘 的 非 欧 几何 


本 章 介 绍 非 欧 几何 的 基本 内 容 . 过 去 人 们 熟 舌 
了 欧 几 里 得 几何 ,对 于 非 欧 几何 中 的 定理 可 能 一 时 
难以 接受 , 甚至 感到 是 不 可 思议 的 . 其 实 , 这 些 感 觉 
大 多 是 由 欧 氏 几何 先 人 为 主 造成 的 . 因此 ,要 想 接受 
非 欧 几何 ,最 好 的 办 法 是 先 起 记 欧 氏 几 何 . 只 要 你 不 
认为 欧 氏 儿 何 是 唯一 正确 的 几何 , 那么 非 欧 几 何 便 
一 点 也 不 神秘 . 


平行 公设 与 平行 角 


在 非 欧 几何 中 , 欧 几 里 得 的 & 几何 原本 》 中 前 4 
条 公设 得 到 了 保留 , 但 把 欧 几 里 得 第 5 公设 修改 成 
下 列 形 式 : 
在 同一 平面 上 , 过 已 知 直 线 外 一 点 至 
少 可 以 作 两 条 直线 ,它们 与 给 定 直 线 (无 
论 怎 样 延 长 ) 都 不 相交 . 
通常 ， 同 一 平面 中 的 两 条 不 相交 的 直线 称 为 平 
行 直 线 . 在 这 样 的 意义 下 , 上 上 述 公 设 也 可 以 叙述 为 : 
过 已 知 直 线 外 一 点 至 少 可 以 作 两 条 直 
线 与 已 知 直线 平行 . z 
设 1 为 给 定 的 一 条 直线 ,PP 为 ! 外 之 一 点 . 假定 
ii 与 lz 为 过 PP 点 的 两 条 不 同 直 线 , 均 与 不 相交 . 
那么 从 图 10 可 以 看 出 , 夹 在 1 与 1 之 间 的 任意 一 
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条 直线 i 都 与 1 不 相交 . 因此 , 上述 公设 实际 上 效仿 
着 过 PP 点 有 无 穷 和 多 条 直线 与 1 不 相交 、. 


图 10” 罗 巴 切 夫 斯 基 第 5 公设 


现在 ,我们 引入 平 行 角 的 概念 -. 

过 点 忆 [可 直线 ! 作 垂 线 PQ@， 如 图 11 所 示 ; 
并 假定 P 到 直线 ! 的 距离 为 d. 我 们 考虑 -- 切 过 点 
P 的 直线 . 它们 可 以 分 作 两 类 : 一 类 是 与 1 不 相交 
者 ， 而 舅 一 类 则 是 与 ! 相交 者 . 在 上 述 公 设 的 假定 
下 ,前 一 类 直线 有 无 穷 多 条 ,并 有 目 形 成 一 个 肩 形 , 见 
图 11. 这 个 鹿 形 的 两 条 边 i， 与 i_ 均 与 /1 不 相交 ， 
分 别称 作 左 平行 线 与 右 平 行 线 . 它们 实际 上 是 过 P 
点 的 与 上 相交 的 直线 族 的 边缘 直线 . 它们 与 PQ 在 
其 左右 两 侧 形 成 了 两 个 锐角 . 这 两 个 锐角 彼此 相等 ， 
我 们 称 之 为 PP 点 的 平行 角 . 可 以 证 明 这 个 角 只 恢 辆 
于 了 到 |1 的 距离 d, 通常 记 为 x(qd). 从 直观 上 看 , 当 


= r(d) 一 部 ， 而 当 d 一 oo 时 , x(d) 一， 0. 
罗 巴 切 夫 斯 基 给 出 了 x(q) 的 表达 式 : 


Tl(d) = arcsin(cosh dd) ,, 
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其 中 cosh 是 双 曲 余弦 : 


coshz 一 > (e” +e ”). 


=- 一 


-le oe ' 


i ee i i ey 
De 一 RN 
左 平 行 线 《四 右 平 行 冯 
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很 坦 盎 我 们 只 能 略 去 这 个 公式 的 原 妈 证 明 . 在 


下 一 章 中 将 利用 模型 给 出 证 明 . 
高 斯 与 波 尔 约 同 样 得 到 了 了 上述 平行 角 的 公式 . 
平行 角 公 式 的 更 一 般 形式 是 


nT(d) = arcsin [cosh (#)| 各 ， 


其 中 上 是 一 个 常数 ,高 斯 称 之 六“ 空间 常数 ”, 它 依 
束 于 我 们 度量 空间 的 尺度 单位 . 后 面 我 们 将 会 说 明 ， 
如 果 我 们 把 非 欧 几何 视 作 弯曲 空间 中 的 几何 , 那么 
空间 常数 则 相当 于 空间 的 曲率 半径 . 

通常 , 空间 常数 大 是 很 大 的 数 . 当 a 相对 于 天 
很 小 时 , 由 表达 式 可 以 看 出 x(d) = 了 可 见 , 只 有 
d 很 大 时 , 平行 角 才 会 明显 地 < 全 

注 :今后 我 们 要 经 常 使 用 双 曲 函数 . 我 们 已 经 有 
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了 观 曲 余弦 晒 数 的 定义 , 而 双 曲 正弦 函数 的 定义 是 
sinhz 一 = (er —e ™). 


双 曲 正切 陋 数 定义 为 tanhz 一 sinh zy/ coshz ， 双 曲 
余 切 陋 数 定义 汶 coth rz 一 cosh x/ sinh x. 


让 欧 几何 中 的 三 角形 


在 欧 几 里 得 几何 中 ,三 角形 是 一 个 重点 研究 对 
稼 ,其 主要 目的 是 确定 三 角形 的 边 与 角 的 关系 . 非 欧 
几何 也 理应 如 此 . 

在 非 欧 几何 中 ,三 角形 的 一 个 显著 特征 是 其 内 
角 之 和 严格 小 于 平角 即 180° . 在 欧 几 里 得 几何 
中 , 一 角形 的 内 前 和 等 于 180° , 这 一 事实 是 欧 几 里 
得 第 5 公设 的 直接 推论 (请 读者 回顾 共 证 明 ) ， 因 
而 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 , 三 角形 内 角 和 小 于 180° 
这 一 事实 是 罗 巴 切 夫 斯 基 第 5 公设 的 直接 推论 . 事 
实 上 , 罗 巴 切 夫 斯 基 第 5 公设 等 价 于 萨 开 里 的 锐角 
假设 . 在 这 个 假设 下 , 我 们 已 经 证 明了 三 角形 内 和 角 和 
小 于 180° . 

如 果 不 是 严格 的 有 逻辑 证 明 , 而 只 是 直观 地 解释 
这 一 现象 , 那么 这 一 结论 可 以 从 图 12 看 出 . 在 该 图 
中 ,了 BAF 一 人 B, 人 EAD 一 人 CO. 这 样 , 我 们 看 到 | 


“A+AB+AC=180° — 人 EAF. 


在 欧 氏 几何 中 AE 与 AF 重合, 而 在 非 欧 几何 
中 ,可 以 证 明 人 EAF #0. 
z 27 


这 里 ， 我 们 看 到 在 非 欧 几何 中 , 三 角形 的 内 角 
和 并 不 是 一 个 固定 值 . 事实 上 ,在 非 欧 几何 中 有 这 样 
的 三 角形 存在 ,其 三 个 内 角 和 可 以 小 于 任意 给 定 的 
正 数 . 当然 ,这样 的 三 角形 的 三 条 边 要 中 人 钥 长 才 成 
《 唤 图 13) . 


可 国 


12 三 角形 内 和 攻 和 


> 


图 13 t+ 十 7 充分 小 
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作为 三 角形 内 骨 和 小 于 180"” 的 直接 推论 是 : 

在 非 欧 几 何 中 mn 边 形 内 角 和 小 于 (mn 一 2) 个 平 
角 , 特别 地 , 和 矩形 是 不 存在 的 . 

这 里 所 请 和 矩 形 是 内 角 均 六 直人 第 的 四 边 形 . 在 非 
了 软 几 何 中 ,居然 没有 甜 形 ! 乍 一 听 , 这 似乎 是 不 能 接 
受 的 . 但 如 果 你 接受 三 由 形 内 角 和 小 于 180° 这 一 结 
论 , 那么 没有 甜 形 存 在 全 是 必然 的 . 事实 上 , 各 一 个 
短 形 存在 ,那么 连结 和 矩形 对 角 线 ， 所 得 到 的 两 个 二 
角形 的 内 和 角 和 中 至 人 少 有 一 个 大 于 或 等 于 180° . 

大 家 知道 , 在 欧 氏 几何 中 定形 的 面积 是 长 磁 宽 ， 
并 且 这 一 事实 是 计算 其 他 图 形 (如 二 和 角形 和 多 边 形 ， 
以 及 贺 ) 面积 的 基础 . 现在 在 韭 欧 几何 中 根本 就 不 存 
在 甜 形 , 那么 图 形 面 积 的 计算 就 成 了 了 问题. 在 非 欧 几 
何 中 对 面积 的 讨论 要 通过 其 他 途径 . 

顺便 指出 . 中 国 古 代 的 数学 家 对 于 几何 尝 有 过 
重要 贡献 . 他 们 从 和 定形 面积 为 长 匀 宽 出 发 ， 利 用 了 
所 谓 “ 出 人 相 补 ”原理 证 明了 许多 重要 定理 ， 如 毕 
达 如 近期 定理 及 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 等 . 但 是 ， 
我 们 ,必须 强调 指出 ,这 些 论证 的 前 提 是 拖 形 的 存在 
及 其 面积 公式 . 

作为 二 角形 内 和 衣 和 小 于 180。 的 另 一 个 推论 是 : 

在 非 欧 几何 中 ,三 角形 的 任意 一 个 外 角 大 于 其 
两 个 内 对 角 之 和 . 

请 读者 自己 从 三 角形 内 角 之 和 小 于 180? 推出 
这 个 结论. 

在 欧 氏 几何 中 ,两 个 三 角形 三 边 对 应 相等 (s.s.s.) 
或 者 两 对 应 边 相 等 且 其 夹 角 也 相等 〈s.a.s.) ， 则 两 
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个 三 角形 全 同 ， 即 经 过 一 个 刚体 运动 ， 可 将 两 个 三 
角形 重合 . 在 非 欧 几何 中 , 这 些 定理 仍然 成 立 . 因为 
在 欧 氏 几何 中 这 些 定理 的 证 明 与 第 5 公设 无 关 . 

但 是 在 非 欧 几何 中 有 一 个 更 强 的 结果 : 

车 两 个 三 角形 八 A4BCO 及 八 A’B’C” 的 三 个 
内 角 对 应 相等 (a.a.a.}, 则 两 个 三 角形 全 同 . 

换 人 各 话说 ,在 非 欧 几何 中 不 存在 大 小 不 同 的 相 
似 三 角形 . 

这 个 结论 的 证 明 很 容易 . 用 反 证 法 , 设 人 4BC 
与 人 4 BC 中 三 个 对 应 角 相 等 , 但 它们 并 不 全 同 . 
通过 刚体 移动 ,不妨 假定 4 与 4’ 重合 , 而 4B 与 
A'B', 4C 与 A'C" 分 别 蓝 在 间 一 直线 上 ,但 BC 与 
B'C' 不 重合 , 而 图 14. 这 时 , 我 们 立即 发 现 四 边 形 
BCOCO"B’ 的 内 和 之 和 为 两 个 平角 . 这 与 前 面 的 结论 
十 慎 .《 在 这 个 证 明 中 , 用 到 了 BC 与 BO" 不 相交 ， 
为 什么 ? 留 给 读者 思考 .) 


AtA') 


B GC 
14 相似 必 全 同 
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此 外 , 在 非 欧 几 何 中 s.a.a. 也 意味 着 全 同 , 即 : 

车 两 个 三 角形 八 A4BCOC 及 人 和 作 A’B’'C” 的 一 条 
对 应 边 及 两 个 对 应 角 均 相等 , 则 两 个 三 角形 全 同 . 

BE 然 ， 在 非 欧 几何 中 , 三 个 内 角 便 唯一 决定 了 
三 角形 的 形状 ， 自 然 三 个 内 角 也 便 唯 一 决定 它 的 面 
程 .不 仅 如 此 , 在 非 欧 几何 中 , 一 个 三 角形 的 内 和 角 和 
更 完全 扇 诈 了 它 的 面积 : 

在 非 欧 几何 中 , 三 角形 入 ABOC 的 面积 S 与 
贡 T 一 (A+ 人 LB+-/O) 成 正比 : 


S=— Mn (ZA+ZB+ ZO). 
特别 地 ,任意 三 和 角形 的 面积 是 有 界 的 : 


Ss < Mn. 


注 : 这 里 的 <A, 了 B,CO 均 用 弛 度 表示 . 

这 公式 的 证 明 并 不 困难 , 但 有 一 定 篇 帐 ， 不 得 
不 将 其 略 去 . 这 里 的 常数 AM 依赖 于 空间 常数 上. 在 
非 欧 几何 中 三 角形 的 面积 不 超过 一 个 常数 这 一 命题 
似乎 是 令 人 最 难以 接受 的 . 其 麻 因 之 一 在 于 人 们 习 
惯 于 三 和 骨 形 的 面积 等 于 底 刁 高 之 半 . 当 高 或 底 无 限 
描 大 时 三 角形 的 面积 就 会 无 限 增 大 . 但 是 ,三 角形 
的 这 一 -面积 公式 是 基于 甜 形 的 存在 ,因而 在 非 欧 几 
何 中 已 不 再 成 立 . 这 一 结论 难以 接受 的 另 -- 原 因 是 
它 与 人 们 的 直观 经 验 不 符合 . 但 是 , 应 当 再 次 指出 ， 
人 人 人们 对 巨大 的 三 角形 并 无 什么 直接 经 验 可 言 ， 更 何 
1 兄 这 里 的 上 界 Mn 可 能 是 非常 大 的 数字 . 


地 了 


非 钦 几何 中 的 正弦 定律 
与 余弦 定律 
三 角 学 的 主要 目的 是 建立 三 角形 边 与 和 角 的 关系 ， 
它 是 初等 几何 的 重要 内 容 之 一 . 像 通 常 一 样 ,下面 我 


们 将 入 4BC 中 的 顶点 4 B,C 的 对 边 长 度 分 别 记 作 
a,b,c, 可 图 15 所 7. 
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图 15 正弦 定律 


在 欧 氏 几何 中 , 我 们 有 正弦 定律 : 


全 b 人 
sn4 snZB sinZCG. Sy 
和 酝 罗 巴 场 去 斯 基 几 何 中 , 正 弱 和 定律 变 成 
sinh a sinhb 到 sinh ec | (3.2) 
sin A sin BD sin A 


ca?+b? — 2abcosZC. (3.3) 
而 在 非 欧 几何 中 , 余弦 定律 变 成 了 


cosh c 一 cosh a .coshp — sinha.:sinhb:cos AC. (3.4) 
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特别 地 ， 当 ZC 为 直角 时 , 欧 氏 几何 的 余弦 定律 就 
是 毕 达 哥 拉 斯 定理 : cz = oa? + 如. 但 毕 达 可 拉 斯 定 
理 在 非 欧 几何 中 并 不 成 立 , 它 的 对 应 物 是 


cosh c 一 cosha -coshb. (3.5) 


这 要 比 cz 一 az 十 82 复生 得 黎 . 

以 上 上 有关 非 欧 几何 的 几 个 公式 都 是 在 空间 常数 
k 取 为 1 的 情况 给 出 的 . 对 于 一 般 情 况 , 在 这 些 公 式 
中 的 a ,5,c 应 相应 换 成 a/k, b/Ek, c/Ek; 也 即 


/bb | 
Ei GG, 天 0 (2) 时 sinh (天 (3.6) 
sin 4 sin A B sin CC ” 
cosh (=) 一 cosh (=) - COSh (%) 


— sinh (<) - sinh (&) COS CO, 


cosh (=) 一 cosh (=) - Cosh (%) (ZC 一 字 ) . (3.8) 


令 一 十 oo, 由 上 述 的 公式 就 可 以 推出 通常 的 正弦 
定律 、 余 避 定 律 及 毕 达 太 拉 斯 定理 . 但 这 要 用 到 下 列 
极限 : 


. T 
,lim ksinh (FT)=7 (对 一 切 zz 二 0) 


(3.7) 


太 
iim 天 2 |cosh (=) 一 1| 一 区 ( 对- 一切 Tx > 0). 


| 


由 此 可 网, 欧 氏 几何 实际 上 相当 于 非 欧 几何 在 
空间 常数 天 趋 于 无 穷 时 的 情形 . 或 者 说 , 当 a,b,c 
相对 于 天 而 言 很 小 时 , 芋 述 公式 (3.6),(3.7) 与 (3.8) - 
分 列 近 似 欧 氏 几 何 中 的 公式 (3.1),(3.2) 与 毕 达 哥 
拉 斯 定理 . 


黎 受 的 非 欧 几何 


除了 了 上面 计 论 的 罗马 切 夫 斯 基 几 何 之 处 , 还 有 
另 一 种 非 欧 几何 歼 坚 的 非 欧 几何 . 这 种 非 欧 几 
何 较 前 面 所 说 的 非 欧 几 何 更 容易 接受 , 因为 它 有 一 
个 自然 的 模型 一 一 球面 几何 . 
前 面 我 们 讲 的 非 欧 几何 是 高 斯 意义 下 的 非 欧 几 
们 | ， 或 称 汶 多 巴 切 去 斯 基 几 人 柯 . 它 是 将 平行 公设 中 
“能 且 只 能 作 一 条 直线 与 已 知 直 线 平 行 ”, 换 成 “至 
少 能 作 两 条 直线 与 己 知 直线 平行 ”. 但 是 平行 公设 
的 反面 并 不 只 这 一 种 可 能 . 它 还 有 田 一 种 可 能 : 
在 平面 上 , 过 已 知 直线 外 一 点 不 能 作 
任何 一 条 直线 与 已 知 直 线 平 行 . 
以 上 述 命 题 作 为 公设 去 替代 平行 公设 就 可 以 得 
到 一 种 新 的 韭 欧 几何 , 通常 称 之 为 黎 曼 非 欧 几何 . 
在 上 述 公 设 下 ,我们 可 以 推出 下 述 结 论 : 
在 同一 平面 上 的 任意 两 条 直线 ' 达 相交 . 
三 肖 形 内 角 和 大 于 平角 . 
显然 ,这 里 的 第 一 条 结论 是 上 述 假 是“ 不 能 作 
任何 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ”的 直接 推论 . 因为 它 
否定 了 平行 线 的 存在 性 ,必然 导致 任意 两 条 直线 一 
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定 相 交 . 


图 16 黎 曼 


黎 坚 提出 自己 的 非 欧 几何 并 不 是 完全 从 公理 出 
发 的 . 当时 他 在 几何 上 深 受 高 斯 的 影响 ， 特 别 是 深 
受 高 斯 关于 微分 几何 研究 的 影响 . 他 认为 从 给 出 空 
同 度 量 出 发 可 以 得 到 更 为 一 般 的 几何 . 这 里 所 谓 度 
量 , 粗略 地 说 ,就 是 计算 长 度 的 规则 . 他 假定 空间 是 
弯曲 的 ， 而 不 是 平 直 的 , 因而 在 每 一 点 长 度 的 计算 
公式 也 不 同 . 黎 曼 原来 考虑 的 是 一 般 nn 维 空间 . 为 
了 简便 起 见 , 我 们 这 里 只 考虑 2 维 情 况 , 即 平 面 的 
情况 . 

假定 在 给 定 平 面 上 取 定 了 一 个 直角 坐标 系 . 这 
样 ,平面 上 的 点 便 可 以 用 实数 对 {zx,y) 表示 . 对 于 平 
面 上 任意 给 定 的 一 点 P 一 (zx,y)， 并 同时 在 该 点 附 
近 给 子 万 外 一 操 


P=({z+dr, y+ dy). 
J 


如 果 我 们 承认 欧 氏 几何 ,根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , P 
到 P' 的 距离 应 是 


ds 一 wv dzr* + dy*, 
了 世 即 有 
ds* =— dzx” 十 dz . 


这 便 是 欧 氏 几何 计算 两 点 间距 离 的 公式 , 见 图 17. 从 
这 个 公式 立即 看 出 ,PP 到 P' 的 距离 只 取决 于 dz 与 
dy ,与 P 的 位 置 无 关 . 


| 
上 . 
I 
和 
l 
I 
| 


图 17 欧 氏 度量 
在 这 个 度量 下 , 计算 一 条 光 请 曙 线 : 


2 i ed 
2 = y(t), 


的 长 度 和 的 公式 是 
Fe 
后 一 J 本 了 2 _ 
f= veoOP+ Ra 


0 


很 容易 证 实 , 在 欧 氏 度量 下 , 两 点 之 间 的 最 短 连 线 
是 直线 段 . 

为 了 了 考察 更 一 般 的 几何 ,， 黎 曼 考 虑 了 一 般 的 度 
量 《〈 通 请 称 作 黎 曼 度量 ): 


ds2 = E(x, y)}dz? + 2F'(zx, y}dzdy + G(xz, vy)dy?, 


其 中 巨 , FF, G 是 (zx,y) 的 晒 数 ， 而 且 满 足下 列 条 
件 : 

E>0, 万 人 一 天 2 > 0. 
这 两 个 条 件 使 得 上 述 度量 表达 式 右 端 恒 为 正 数 ， 只 
要 dz 与 dy 不 同时 为 零 . 在 这 个 度量 下 曲线 六 的 长 


度 仍 是 
人 ds, 


但 是 其 中 弧 微 分 的 表达 式 是 
EY J 5 Pr rp a 


比 欧 氏 度 量 要 复 潍 得 多. 一 般 说 来 ,按照 这 个 公式 计 
算 连 结 给 定 两 点 的 最 短线 〈 称 为 测 地 线 ) 不 一 定 是 
直线 段 , 而 可 能 是 一 条 弯曲 的 线 . 

熟悉 微分 几何 的 读者 ， 立 刻 可 以 看 出 ， 一 个 黎 
泽 度 量 局 部 地 看 就 是 基 张 曲面 的 第 I 基本 形式 ,而 
(z,2) 平面 上 的 一 条 曲线 在 该 度量 下 的 长 度 实际 上 
纺 等 于 这 条 曲线 所 对 应 的 曲面 上 的 曲线 的 长 度 ， 见 
18. 


TT 
图 18 和 歼 曼 度量 的 几何 意义 


因此 , 在 平面 上 装配 了 一 个 歼 曼 度量 之 后 就 失 
去 了 了 其 平 直 性 , 而 变 成 一 个 弯曲 的 空间 . 人 们 行走 在 
这 样 的 平面 上 宽 如 行走 在 一 个 高 低 不 平 的 曲面 上 ， 
而 测 地 线 ( 即 最 短线 ) 可 能 是 弯曲 的 . 

我 们 知道 ， 高 斯 证 明了 , 一 张 曲 面 的 总 曲率 只 
依赖 于 其 第 I 基本 形式 . 因此 , 人 们 可 以 谈论 一 个 黎 
有 曼 度 量 的 总 曲率 . 总 曲率 有 时 称 为 高 斯 曲率 或 简单 
地 称 为 曲率 . 欧 氏 度量 的 曲率 为 0. 

黎 曼 除了 研究 一 般 度 量 的 同时 , 特别 考察 了 一 
种 具有 正 的 常 曲 率 的 度量 


d 了 dr2 + dy? 
”站 
12 


其 中 a > 0 是 常数 .这 个 度量 的 曲率 为 cz2 . 
歼 芝 认为 平面 装备 了 这 样 的 度量 之 后 , 将 其 测 
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地 线 视 作 “ 直 线 ” 就 得 到 了 一 种 非 欧 几何 . 

理解 黎 曼 所 引信 的 这 种 非 欧 几何 ,最 好 的 办 法 
是 通过 球 极 投 影 把 这 种 非 欧 几何 看 成 球面 几何 . 

我 们 考虑 空间 的 一 个 Oryz 坐标 系 ， 并 以 上 鳄 
(0,0, ec) 为 中 心 、 以 RR == a ! 为 半径 作 一 个 球 
面 5S. 设 球面 的 北极 ww 一 (0.0,2a-1 到 (x,y) 平面 
上 任意 一 点 P 的 连 线 交 5 于 点 P', 我 们 便 得 到 了 
(Zz, vy) 平面 到 球面 S 的 一 个 映 冒 :PP 瞩 P' (网 图 19). 
显然 , 这 个 上 映射 下 , (xz,y) 平面 过 原点 的 任意 一 条 线 
者 BE 于 球面 S 上 过 南北 极 的 圆 . 可 以 一 般 地 证 明 ， 
在 上 述 度 量 下 (zx,y) 平面 上 的 测 地 线 对 应 于 S 上 的 
一 个 天 贺 , 即 贺 心 在 (0.0, ca 的 加 . 反 过 来 , 球面 
上 每 一 个 大 圆 也 对 应 于 平面 上 的 一 条 调 地 线 . 


图 19 “” 球 极 投影 


黎 曼 的 非 欧 几 何 的 一 个 自然 模型 就 是 球面 几何 . 
在 这 里 ， 黎 坚 把 平面 想象 成 一 个 巨大 的 球面 , 并 把 
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球面 上 的 大 贺 〈( 即 球面 与 过 球 心 的 平面 的 交 线 ) 看 
作 “ 直 线 ”. | 

在 这 样 的 看 法 下 , 黎 坚 意义 下 的 “直线 ”一 一 大 
圆 有 下 烈性 质 : 任意 两 条 “直线 ” 必 相 交 , 即 无 平行 
线 存 在 ( 见 图 20) . 


图 20 ”球面 上 的 两 个 大 圆 必 相 效 


此 外 ,从 直观 上 不 难看 出 ,由 大 辐 弧 组 成 的 二 
角形 之 内 和 角 和 大 于 180° (网 图 21) . 


图 21 球面 上 的 三 角形 的 内 和 角 和 


球面 几何 已 有 和 候 久 的 历 踊 . 但 把 它 看 成 一 种 非 
欧 几 何 的 模型 , 则 应 归功 于 黎 曼 . 


40 


关于 球面 几何 , 人们 过 去 已 经 有 完整 的 知识 . 球 
面 几 何 中 的 每 一 条 定理 , 都 可 以 翻译 成 黎 曼 非 欧 几 
何 中 的 定理 . 比如 , 由 球面 三 角 学 可 以 知道 , 成立 下 
列 形式 的 正弦 定律 与 余弦 定律 : 设 4, B,C 为 球面 
上 的 三 点 , 二 角形 4BC 是 由 三 条 大 回 贺 弛 组 成 的 、 
以 4, B,C 为 项 点 的 三 边 形 . 顶点 A，B, CC 的 对 
边 的 弧 长 分 别 记 作 a, b,c. 则 有 下 列 关 系 式 : 


正弦 定律 : 
> > 
一 到 = 一 -全 -一 一人 区. (3.9) 
sin A Sin B Sin A 
余 强 定律 : 
cos 二 一 cos 三 | 人 (3.10) 
R “RR RE ee 


其 中 五 为 球面 之 半径 . 特别 地 , 当 LC = 了 时 ， 


心 1 b 
EC Eee 中 Te 11 
cos 万 一 cos 万 cos 万 (3.11) 


这 便 是 球面 几何 中 的 直角 三 角形 斜 边 与 两 直角 边 的 
关系 . 

在 结束 本 节 时 , 我 们 还 要 附带 指出 ， 当 球面 半 
径 RR 趋 于 无 穿 时 , 球面 上 的 上 述 正 弦 定律 、 余弦 定 
律 等 就 会 变 成 通常 欧 氏 几何 中 相应 的 定律 . 

事实 上 , 根据 微 积 分 的 知识 , 对 于 任意 的 上 , 我 
们 有 


. 
dim Rsin 克 一 全 击 (3.12) 


A1 


对 于 (3.9) 式 分 子 胰 以 如, 再 令 RR 一 co, 我们 有 


: .0 . . . . . € 
im fsin 克 Hina fsin 天 _ dim fsin3 
sin -此 sin 二 已 sin 一作 
再 由 (3.12》 即 得 
他 b 


sinZA sinZB sinZC 
画 外 , 仿 瑟 一 coco, 我们 可 以 由 球面 余 足 定律 导出 通 
上 上述 事实 告诉 我 们 , 当 R 很 大 ,而 a,5,c 相 
对 于 球面 半径 召 很 小 时 , 其 正弦 定律 与 余弦 定律 与 
葡 氏 几何 的 相 凑 无 几 . 


兰 伯 特 的 猜想 


在 前 面 我 们 提 到 ] ， 兰 伯 特 很 早 就 指出 , 在 本 开 
里 下边 形 的 钝 角 人 假设 下 所 导出 的 几何 命题 在 球面 上 
成 立 ， 而 “锐角 假设 下 所 导出 的 几何 命题 可 以 发 生 
在 半径 为 虚数 的 球面 上 !” 

兰 伯 特 的 这 一 断言 在 罗 巴 切 去 斯 基 与 黎 曼 建立 
了 各 自 的 非 欧 几何 之 后 得 到 证 实 . 

我 们 看 到 一 个 事实 :剖面 的 (3.6)、(3.7) 和 (3.8) 
与 (3.9)、(3.10) 和 (3.11) 有 某 种 相似 之 处 .球面 几何 
中 的 正弦 定律 与 余弦 定律 , 恰好 是 在 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 中 相应 的 公式 中 将 双 曲 晤 数 换 成 对 应 的 三 角 上 是 
效 而 得 来 ， 挫 不 过 在 (3.10) 的 右 端 的 第 二 项 却 相 差 
了 一 个 符 导 .这 一 类 比 关 系 使 我 们 发 现 了 一 个 事实 : 
42 


尊 一 节 中 兰 们 特 的 断言 是 正确 的 .事实 上 , 由 欧 拉 公 
式 eiT 一 cosz 十 isinx 得 


COST 一 COShir ising 一 sinhix. 


这 两 个 公式 实际 上 对 于 z 为 谭 数 时 也 ,成立 .了 利用 
它们 ,我 们 可 以 将 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 正弦 定律 与 
余弦 定律 写成 下 列 形式 

Sir Sin i Sin 一 一 


ki ki ki 


sin A Sin 已 sin 人 oO 


与 (3.9) 和 (3.10) 相 比 较 六 即 发 现 : 这 恰好 相当 于 
半径 为 ki 的 球面 上 的 正弦 定律 与 余弦 定律 . 

这 就 是 说 ，、 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ， 正 如 兰 伯 特 所 
诡 , 是“ 半 征 为 虚数 的 球面 ”上 的 几何 ! 


关于 非 欧 几何 的 名 称 


总 结 前 面 的 讨论 , 我 们 知道 有 两 种 意义 下 的 非 
欧 几 何 : 一 是 高 斯 意义 下 的 非 欧 几何 ,又 称 为 罗 巴 
切 夫 斯 其 几何 ,在 这 种 几何 中 ， 过 给 定 直 线 外 一 点 
至 少 可 作 两 条 直线 与 已 知 直 线 不 交 ; 其 三 角形 内 角 
和 小 于 平角 ; 男 一 是 黎 坚 意义 下 的 非 欧 几 何其 模 
型 为 球面 几何 . 在 这 种 几何 中 , 过 给 定 直 线 外 一 后 不 


中 这 需要 用 解析 旺 数 的 知识 . 
A3 


能 作 任 何 直 线 使 其 与 给 定 直 线 相 交 , 其 三 角形 内 角 
和 大 于 和 平角. 

第 一 种 非 欧 几何 ， 即 罗 巴 切 夫 斯 其 几何， 又 称 
作 双 曲 几 何 . 而 第 二 种 非 欧 几何 ， 即 黎 曼 的 非 欧 几 
何 ， 又 称 作 李 贺 几何 . 

我 们 所 熟悉 的 欧 几 里 得 几何 又 称 为 抽 物 几何 . 

这 些 名 称 是 克 落 因 〈C.F.Kiein,1849 一 1925) 给 
出 的 . 关于 这 些 名 称 的 来 由 ,我 们 可 以 不 必 这 宛 ， 只 
把 它们 当 作 和 名 字 而 已 . 

后 面 夸 们 将 会 指出 ,这 三 种 几何 都 是 歼 曼 沁 何 ? 
的 特例 : 虑 和 们 所 对 应 的 歼 坚 度量 的 曲 认 都 是 证 数 . 
欧 几 蛙 得 几何 对 度 的 曲率 为 零 ; 球面 几何 对 应 
的 曲率 为 正 的 常数 , 而 双色 曲 几 何 对 应 的 曲率 为 负 的 
常数 . 


mp 请 读者 注意 . 这 里 的 黎 曼 几何 与 前 面 讲 到 的 黎 受 的 非 欧 几 何 是 
两 回 事 . 歼 受 儿 何 是 一 种 更 广泛 的 几何 . 


44 


由、 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 


读 完 上 一 - 章 之 后 , 读者 对 于 非 欧 几何 已 有 所 了 
解 . 但 是 对 罗 世 切 夫 斯 基 几 何 ， 可 能 依然 颇 感 困 芭 . 
大 们 对 黎 曼 的 非 欧 几何 较 容 易 接 受 , 其 主要 原因 在 
于 它 有 一 个 在 欧 氏 空间 实现 的 模型 . 因此 ,为 了 使 人 
们 对 办 巴 切 夫 斯 基 几 何 有 真实 感 . 很 有 必要 在 欧 氏 
几何 的 框架 中 构造 一 种 模型 来 实现 这 种 新 几何 . 历 
史上 有 三 个 这 样 的 模型 , 本 章 将 重点 讲述 其 中 的 庞 
加 (Poincaré, 1854 一 1912) 模型 . 


关于 罗 书 雪夫 斯 基 几 何 的 困 址 


在 了 和 解 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 基本 内 容 之 后 ， 
读者 有 许 儿 问题 会 呈现 在 脑海 之 中 . 比如 : 

(1) 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 是 建筑 在 更 换 平 行 公 设 
的 基础 上 ， 纯 逻辑 汐 绎 出 来 的 结果 . 其 中 其 些 命 题 
很 难 接 受 , 难道 它们 是 真实 的 吗 ? 或 者 说 它 的 结论 
香 合 实际 [加 ? 

(2) 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 有 什么 用 途 吗 ? 如 果 导 有 
任何 用 途 , 那么 这 种 新 几何 不 过 是 数学 家 们 的 一 种 
逮 辑 游戏 而 已 1 

(3) 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 是 菇 于 更 近乎 行 公 设 而 
形成 的 . 人 们 自然 要 问 新 的 公理 系统 是 相 容 的 吗 ? 迄 
今 为 目 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 所 得 到 的 所 有 命题 中 未 发 
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现 彼 此 之 间 的 任何 示 慎 . 但 是 ,这 不 足以 保证 新 的 
公理 系统 是 相 容 的 . 因为 存在 看 这 种 可 能 性 : 将 来 某 
一 天 在 这 系统 中 发 现 了 一 个 命题 与 已 知 命 题 或 全 
政 盾 . 因此 ,提出 新 的 公理 系统 的 相 容 性 问题 是 十 分 
目 然 的 . 

在 这 一 章 中 将 讲述 罗 巴 切 夫 期 基 才 何 购 模型 . 这 
种 模型 会 使 人 们 对 非 欧 几何 有 某 种 真实 感 , 同时 回 
从 部 分 上 述 问 题 . 

新 的 公理 系统 的 相 容 性 问题 可 以 通过 模型 而 得 
以 解决 . 事实 上 ,所 谓 非 欧 几 何 的 模型 就 是 在 欧 氏 
几何 的 框架 下 来 实现 非 欧 几何 . 非 欧 几 何 的 每 一 个 
命题 可 以 翻译 成 欧 氏 也 何 的 一 个 相应 命题 ， 而 该 命 
题 在 欧 氏 几何 中 成 立 . 因此 ,新 系统 的 相 容 性 问题 
便 归 结 为 欧 氏 几何 公理 系统 的 相 容 性 问题 . 如 果 你 
学 认 欧 氏 几 何 的 公理 系统 是 相 容 的 ,那么 也 就 举 认 
了 非 欧 几何 公理 系统 是 相 容 的 . 也 正 是 由 于 这 个 道 
理 , 在 非 欧 几何 出 现 之 后 , 希 尔 伯 特 对 于 获 几 里 得 
公理 体系 做 了 彻底 的 研究 . 


历史 上 的 三 个 模型 


新 面 我 们 已 经 看 到 ， 黎 曼 的 非 欧 几 何 的 模 弄 是 
球面 几何 . 但 寻求 实现 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 并 
非 是 轻而易举 的 事 . 这 种 模型 的 发 现 是 在 罗 巴 切 夫 
斯 基 有 几何 正式 发 表 的 半 个 世纪 之 后 , 也 即 在 19 世纪 
70 年 代 , 先 后 由 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 (Beltrami， 
1835 一 1899) 、 德国 数学 家 克 药 因 和 法 国 数 学 家 庆 加 
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莱 给 出 了 这 种 模型 . 我 们 对 前 两 个 模型 只 作 简 要 的 
介绍 , 而 详细 讨论 庞 加 莱 模 型 . 

内 和 尔 特 拉 米 的 模型 是 三 维 空间 的 一 个 的 球面 . 它 
是 一 个 局 部 的 模型 , 也 就 是 说 ,的 球面 可 以 被 视 作 
和 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何平 面 中 的 “一 片 ”, 而 非 整 体 . 多 
巴 切 夫 斯 基 几 何 中 的 命题 ， 只 要 其 中 涉及 的 量 (如 
二 和 角形 的 边 长 或 圆 的 半径 ) 相对 较 小 时 ,就 能 在 伪 
球面 上 实现 . 

这 里 所 谓 伪 球面 就 是 以 中 物 线 为 母线 的 旋转 面 . 

我 们 在 (z,z) 平面 上 考虑 一 条 蝶 物 线 ， 其 方 
程 是 

z=rin VT 2 V3 (Ox rr), 


其 中 二 0 为 常数 ( 见 图 22) . 


DD 严 
图 22 电 物 线 


在 (Zz,y,z) 空间 中 让 上 述 电 物 线 绕 z 轴 旋 转 一 
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周 所 得 到 的 曲面 称 和 作伪 球面 ( 见 图 23) . 伪 球 面 的 
一 个 重要 特征 便 是 其 高 斯 总 曲率 为 负 常 数 . 所 谓 曲 
面 的 高 斯 总 曲率 , 对 于 不 熟悉 微分 几何 的 读者 而 言 ， 
可 以 不 于 深究 ,只 要 知道 它 是 一 个 几何 量 , 用 来 描 
述 曲 面 在 每 点 处 的 弯曲 状态 就 是 够 了 . 我 们 知道 球 
面 的 高 斯 总 曲率 为 正 的 常数 . 因此 ,人 们 便 把 这 个 
具有 负 常 曲率 的 旋转 面 称 作伪 球面 . 


图 23 人 盆 球 面 


贝尔 特 拉 米 将 伪 球 面 上 的 测 地 线 (最 短线 ) 视 
作 非 欧 直 线段 而 将 人 坊 球 面 视 作 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 
一 部 分 . 这 时 伪 球 醒 上 的 关于 测 地 线 的 几何 便 局 部 
地 实现 了 罗 巴 切 夫 斯 其 几何 . 我 们 无 法 在 这 里 详细 
讨论 贝尔 特 拉 米 的 这 一 发 现 . 但 人 们 从 直观 上 可 以 
看 出 萨 开 里 四 边 形 的 锐角 假设 成 并 ( 见 图 24) . 

第 二 个 模型 是 克 莱 因 给 出 的 . 它 是 一 个 整体 实 
现 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 . 到 莱 因 考 虑 了 一 个 圆 
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一 DR 一 {(zr,a)lr2 十 22 过 R2}, 并 把 它 视 为 一 张 整 
个 非 欧 平面 . Da 中 的 任意 一 条 弱 看 作 是 一 条 非 欧 直 
线 . 殉 莱 国定 多 了 Dr 中 任意 两 点 4 与 B 的 非 欧 
跟 离 为 某 个 交 比 的 对 数 : 


d(A, B) = 1n[(A’B. AB)/(A’A. BB)], 


图 24 ”多 球 面 上 的 萨 开 里 四 边 形 


其 中 4 与 五 * 是 过 4 与 吾 的 弦 的 端点 ( 见 攻 25). 
在 这 种 非 欧 距离 的 定义 下 , 当 B 趋向 于 B’ 上 时， 上 
述 交 比 趋 于 无 穷 ， 因 而 这 时 A 至 B 的 非 欧 距离 也 
趋 于 无 穷 . 可 见 非 欧 直 线 的 长 度 为 无 穷 . 


图 25 克 芋 因 模 型 中 的 非 欧 直线 
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在 这 样 的 非 欣 距离 下 , 每 条 藤 都 是 测 地 线 〈 即 
最 短线 ), 而 且 任 意 一 点 到 Da 的 边界 的 距离 均 是 
无 穷 . 此 外 ， 克 莱 因 还 定义 了 两 条 相交 的 非 欧 直线 
的 交角 . 在 这 些 看 法 下 , 克 莱 因 证 明了 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 中 的 每 一 个 命题 , 都 可 以 在 这 一 模型 中 实现 . 
最 为 明显 的 是 , 过 已 知 直线 外 一 点 有 无 限 条 直线 与 
已 知 直线 不 相交 ( 见 图 26) . 


图 26 殉葬 因 模 型 中 的 平行 线 


最 优美 自然 的 模型 要 属 庞 加 芋 的 模型 . 像 克 莱 
印 的 模型 一 样 , 庞 加 莱 将 圆 盘 Da = {(z,y)jz?+y? 一 
R?} 考虑 六 罗 巴 切 夫 斯 其 平面 ;但 与 殉 药 因 不 同 , 庞 
加 药 把 Dr 中 垂直 于 圆周 CR 一 fr,2jlz2z 十 z2 一 
R21 的 圆 弧 或 玲 直 于 Cr 的 直线 弧 , 视 其 为 非 欧 直 
线 . 他 用 交 比 的 对 数 定 义 了 非 欧 距离 ,而 非 欧 直线 的 
夹 角 却 与 欧 氏 几何 中 一 致 . 因此 , 它 要 比 克 药 因 模 击 
自然 得 多 . z 


在 我 们 详细 讨论 论 加 药 模 型 之 前 , 让 我 们 先 从 
直观 上 看 看 它 怎 样 实 现 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 基本 
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命题 . 

从 图 27 中 ,读者 可 以 从 直观 上 看 出 罗 巴 切 夫 
斯 其 几何 中 的 三 骨 形 内 角 和 小 于 平角 . 而 图 28 则 表 
明 过 非 欧 直线 工 外 一 点 PP 有 无 穷 多 条 非 欧 直线 与 
工 不 相交 . 


28 ” 非 欧 平行 线 


庞 加 莱 模 型 的 另外 一 个 好 处 是 非 欧 圆 〈 到 一 点 
P 的 非 欧 距离 为 某 一 常数 的 芯 的 集合 ) 恰好 是 一 个 
隐 氏 加 (该 欧 氏 加 的 圆心 不 一 定 是 P) . 我们 在 后 面 


总 于 


将 详细 讨论 这 一 个 问题 . 

此 外 , 在 庞 加 莱 模 型 中 的 非 欧 刚体 运动 (保持 
非 欧 距离 的 变换 )， 是 复 变 函数 论 中 的 分 式 线性 变 
换 . 这 为 我 们 的 讨论 提供 了 很 大 方便 . 

为 了 更 好 理解 庞 加 莱 模 型 , 我 们 将 在 下 一 节 专 
门 介绍 有 关 交 上 比 与 分 式 线性 变换 的 基本 知识 . 


交 比 与 分 式 线 ' 性 变换 


现在 .让 我 们 暂时 忘掉 非 欧 几何 ， 先 讨论 复数 
的 友 比 与 分 式 线 性 变换 . 

在 今后 的 讨论 中 , 我 们 将 使 用 复数 来 表示 平面 
上 的 点 ,并 假定 读者 已 经 熟悉 复数 的 运算 及 其 各 种 
表示 . 

李 节 中 的 所 有 结论 , 均 略 去 证 明 . 这 些 证 明和 在 一 
盘 的 复 变 因数 论 教科 书 中 可 以 找到 . 

现在 ,我 们 定义 交 比 . 设 有 四 个 互 不 相同 的 复数 
之 1 之 号 ; 之 3 之 4- 我 们 定义 其 交 比 是 
(zl 一 z3 儿 z2 一 24) 
(2 一 2z3 儿 21 一 Zz4) 


图 29 表示 了 了 上述 交 比 定义 中 点 的 次 夺 关 系 : 


(4.1) 


[z1， 之 了 7 二 33 4 | = 


| 3 


到 2 到 | 


图 29 交 比 次 序 关 和 又 


本 名 


其 中 横 线 箭 冻 所 连 两 点 之 差 均 在 分 子 上 ， 而 斜 | 线 箭 
头 所 连 两 点 之 差 均 在 分 母 上 . 
变 比 可 以 用 来 描述 关于 直线 或 圆 的 某 些 几何 

性 质 . 

命题 1 设 z1/，zo，z3，z4 是 复 平 面 中 四 个 不 
相同 的 点 ， 则 该 四 点 共 贺 或 共 线 的 充 要 条 件 是 交 比 
[z1，z2; zZ3，Z4|] 为 实数 . 

现在 , 我 们 讨论 分 式 线 性 变换 ， 它 又 称 为 默 比 
乌 斯 (M6bius, 1790 一 1868) 变换 . 形 如 


az 二 +b 
w= f(z) = 


的 变换 称 为 分 式 线 性 变换 ， 其 中 a, 5, c,d 为 复 
常数 . 

命题 2 分 式 线 性 变换 保持 变 比 不 变 . 更 确切 
地 说 , 设 w= f(z) 是 一 个 分 式 线 性 变换 , 则 对 于 任 
章 四 个 五 不 相同 的 点 zz，zz，z，za， 我们 有 


[z1, 2z2; za，z4] = [f(z1), f(z2); flz3), f(za)]- 


由 命题 1 与 命题 2 立即 推出 : 

命题 3 ”每 一 个 分 式 线性 变换 w 二 f(z) 将 贺 
或 直线 变 成 圆 或 直线 . 

应 当 指 出 ,分 式 线 性 变换 未 几 总 是 将 直线 变 成 
直线 、 圆 变 成 圆 , 它 有 可 能 将 直线 变 成 圆 , 或 将 圆 变 
成 直线 . 

两 个 相交 的 图 红 (或 直线 强 ) 可 以 谈论 它们 在 
变 点 处 的 交 了 . 这 种 交角 就 是 指 在 交点 人 相应 切线 
之 夹 骨 . 


(ad 一 pc A 0) (4.2) 
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分 却 线 性 变换 另 一 个 优美 的 性 质 是 保持 圆 或 直 
线 的 交角 不 变 , 称 其 为 保 角 性 . 

命题 4 设 有 也 二 f(z) 是 一 个 分 式 线 性 变换 ， 
又 设 Ci 与 C2 是 两 条 相交 于 zo 的 圆 或 直线 ， 且 
wo 二 f(zo) 是 有 和 穷 握 , 则 f(OQ1) 与 f(Cz) 的 交角 等 
于 CC 与 C2 的 交角 ( 见 图 30) . 


CD 


Ca fF (C2) 


C, 
图 30 分 式 线 性 变换 的 保 角 性 


这 一 命 驯 是 解析 陋 数 保 角 性 的 特殊 情况 .. 
有 一 类 特殊 的 分 式 线 性 变换 , 它们 在 庇 加 芋 模 
型 中 扮演 着 重要 角色 . 
设 a 是 De 二 {zllz| < RY 内 一 后 ， 我 们 考虑 分 
式 线 性 变换 : 
2 
fo 0%) = (4.3) 
其 中 8 是 任意 实数 . 容易 证 明 w = fuelz) 将 Dr 变 
成 自身, 也 即 fo,e(Dai8) 二 DR. 
设 厂 是 Dk 中 垂直 于 Ca 的 一 条 圆 绝 或 直线 
段 , 即 厂 是 一 条 非 欧 直线 .那么 ,由 w= fo,e(z) 保 角 
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性 可 知 廊 of 大) 与 fa,e(CR) 正 交 .但 foe(CRkR) 一 CR， 
艳 廊 eof 厂 ) 也 垂直 于 CR. 这 样 一 来 . 我们 便 证 明了 
下 列 结论 : 变换 tw = 二 fa,elz) 将 鹿 加 莱 模 型 中 的 非 
欧 直 线 变 成 非 欧 直 线 , 并 将 指定 的 感 a 变 成 0. 


席 加 莱 模 型 中 的 非 欧 距离 


前 面 我 们 已 经 提 到 , 庭 加 药 把 圆 盘 Da = {zi|z| 
< R} 视 作 一 张罗 巴 切 夫 斯 基 非 欧 平 面 , 并 把 De 中 
的 正 交 于 圆 Ca 二 {z||z| = R} 的 圆 弧 或 直线 弧 帘 作 
韭 欣 直线 . 现在 我 们 要 定 父 Dr 中 任意 两 点 的 非 欧 
距离 , 也 称 六 庞 加 芋 距 离 . 


a 于 


全 


图 31 产 加 莱 臣 离 


设 a 与 5 六 Dr 中 两 上 &， 又 设 械 是 过 a 与 4 


的 一 条 非 欧 直线 , 其 与 CR 之 交点 为 a' 与 ,位置 - 


如 图 31 所 示 . 点 a 与 5 之 则 的 庞 加 茉 距离 定义 为 
d{a, Bb) = In[a, b; b’, a'l, (4.4) 


其 中 [a, b; Bb, a1] 汶 四 点 a, b, ba' 之 交 比 . 
Fa] 


在 这 个 定义 中 除了 a 与 8 两 点 之 外 ,还 涉及 非 
欧 直 线 和 它 在 Cap 的 端点 . 我 们 自然 希望 d(a, b) 有 
一 个 简单 的 表达 式 , 其 中 只 含有 a 与 b. 这 是 容易 
懒 到 的 . 可 以 证 明 : 
R22— ab|l+ Rib—a 
do 1 — mn r= R= 
这 一 关于 d(a, 5) 的 表达 式 中 除了 半径 RR 之 外 只 含 
有 a 与 5b. 

此 外 ， 由 这 个 表达 式 可 以 推出 , 当 a 固定 而 令 
5 趋 于 DE 的 一 个 边界 点 时 , dla, b) 一 coo. 

这 就 表明 Dn 中 任意 一 点 a 到 Da 的 边界 的 非 
了 吹 距 离 都 是 无 穷 . 特别 地 ,一 条 非 欧 直线 的 非 欧 长 度 
是 无 穷 . 

圆 盘 D&E 在 欧 氏 平面 是 一 个 有 界 区 域 , 但 按 非 
B 欣 距离 计算 , 它 是 一 张 无 穷 大 的 平面 , 而 DR 的 边 
界 Ca 则 变 成 了 非 欧 平面 上 咀 不 可 及 的 “天 汰 ”. 

设 w= 二 foelz) 是 (4.3) 式 所 决定 的 分 式 线性 
变换 . 由 于 由 = fue(lz) 使 交 比 不 变 ， 和 且 将 非 欧 直 
线 变 成 非 欧 直 线 . 我 们 立即 看 出 分 式 线 性 变换 w = 
fa.e(z) 保持 庇 吉 茉 非 欧 距离 不 朗 . 因此 ， 分 式 线 性 
变换 zw 一 fa,e(z) 可 以 看 作 是 庞 加 芋 权 型 的 非 欧 几 
何 中 的 刚体 运动 . 它 将 给 定 的 点 a 变 成 0 点 , 再 旋 
转 一 个 角度 9. 

再 在 , 我们 研究 非 欧 距离 与 欧 氏 距离 在 一 点 处 
换算 的 比率 . 它 导致 了 上 庞 加 芋 度 量 的 概念 :. 
我 们 在 Dr 中 任意 选 定 一 点 z， 并 考虑 它 附 近 
的 任意 点 C= 二 z 十 Az, 这 里 Az 是 充分 小 的 增 量 . 这 


oO 


(4.5) 


上 时，z 到 的 欧 氏 上 距 离 是 | 入 z|, 而 其 非 欧 距离 记 为 
As. 按照 (4.5) 我 们 有 


下 RIAz| 
IR2 — z(z 十 和 zj 
Fh 一 ln 1—— RA (4.6) 
|R?2 一 z(z 十 A 
由 此 可 以 守 出 这 两 种 距离 的 比 人 的 极限 . 事实 
上 ,利用 对 数 明 数 的 秦 蔓 展 式 ,我们 有 
In 7 Be a (4.7) 
由 (4.6) 及 (4.7) 立即 得 到 
ji As 2R 
AzuolAz| R21z|2° 
写成 微分 形式 即 有 
ds 一 一 一 就 二 aldz|， (4.8) 
换 成 实 形式 ,可 写成 
4R* , 
ds? 一 [RT 2 (de 十 dz21， (4.9) 


其 中 rz222 < R?. 通常 (4.8) 式 或 (4.9) 式 称 作 圆 盘 
De 的 庞 加 革 度 量 ,了 而 晒 数 pR(z) 一 2R/(R?2 一 |zl2) 
称 作 庞 加 芋 度 量 的 密度 . 实际 上 , ppRfzl) 是 在 点 z 处 
在 E 欧 莱 离 与 欧 氏 臣 离 之 换算 比率 . 

从 (4.8) 或 (4.9) 可 以 看 出 当 z = 工 十 记 越 徘 
近 DR 的 边界 时 , 这 种 比率 就 越 大 . 这 就 是 说 ,同样 
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欧 氏 长 度 的 线段 越 靠近 De 的 边界 , 其 非 欧 长 度 越 
大 . 或 者 说 ,同样 非 欧 长 度 的 线段 越 徘 近 Dr 边界 
时 ,其 欧 氏 长 度 越 小 . 

可 多 ,在 庞 加 芋 模 型 中 ， 当 一 个 图 形 在 非 欧 风 ] 
体 运 动 中 自 原点 附近 向 DE 的 边界 移动 时 , 其 图 形 
的 《 哆 氏 ) 外 观 将 由 大 变 小 , 最 后 “消失 于 天 边 ”. 在 
图 32 中 国 出 了 许多 对 顶 相 连 的 三 角形 《 带 阴影 者 ) . 
在 非 欧 几何 模型 中 这 些 三 角形 都 是 全 同 的 , 但 看 上 
去 接近 原 气 的 较 大 ,而 远离 原点 的 较 小 . 


图 32 上 论 加 药 模 型 中 的 全 同 三 角形 


有 了 庞 加 芋 度 量 就 可 以 利用 微 积 分 计算 任意 可 
求 长 曲线 荆 的 非 欧 长 度 与 任意 区 域 G 的 非 欧 面 积 : 


= /pr(s)lazl, 
r 


a | 


站 二 人 pE(T + iy)drdy. 
G 


如 果 在 这 些 公 式 中 将 pr 换 成 常数 1 ,那么 这 些 公 式 
就 与 区 氏 几何 中 的 一 致 . 可 见 度量 密度 对 于 曲线 长 
度 与 区 域 面积 所 带 来 的 影响 恰似 质量 密度 之 于 质量 
计算 一样 . 

利用 微 积 他 的 知识 . 可 以 证 明 两 点 之 间 的 非 欧 
直线 是 所 有 连结 该 两 点 的 曲线 中 非 欧 长 度 之 最 短 者 . 
换 人 各 话说 ， 非 欧 直 线 是 庞 加 芋 度 量 下 的 测 地 线 . 另 
外 ， 利 用 和 牢 分 几何 的 知识 可 以 证 明 入 ABC 的 非 欧 
面积 汶 Ml(2m7 一 了 <A 一 LB 一 ZO), 了 这 里 A, 人 B,CO 
用 弧度 表示 . 


罗 书 雪夫 斯 基 几 何 的 实现 


庞 加 芋 模 型 使 我 们 得 以 把 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 
的 每 一 条 定理 翻译 为 贺 内 的 一 条 欧 几 里 得 几何 中 相 
应 的 命题 . 因此 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 定理 的 证 明 可 
以 归结 为 相应 的 欧 几 里 得 几何 命题 的 证 明 . 

让 我 们 先 来 讨论 两 点 之 加 可 以 作 一 竺 非 欧 直 线 
的 | 可 题 . 

为 了 方便 ,今后 我 们 不 加 说 明 地 使 用 下 列 记 号 : 


万 五 一 《zl|z| < R}, Cn = {z||z| = R}. 


命题 1 在 Dr 中 任意 给 定 两 鼎 @ 与 b,a 上 b， 


本 时 


则 过 a 与 总 可 以 作 一 条 非 欧 直 线 , 即 过 a 与 5 总 
可 作 一 条 图 弧 或 直线 弧 和 型 直 于 CR. 

这 纯粹 是 欧 氏 几何 中 的 一 个 作 图 题 . 

我 们 不 打算 在 这 里 详细 叙述 这 个 作 图 题 的 解法 ， 
只 附 上 一 图 ( 见 图 33), 供 读 者 参考 . 我 们 相信 有 作 
图 题 训 练 的 读者 可 以 依据 该 图 写 出 作 图 步骤 . 


图 33 非 欧 直线 的 作 图 


注 : 这 里 a* 是 a 关于 Ca 的 对 称 点 ， 即 满足 : 
:a Oo= ER. 

现在 讨论 非 欧 贺 的 问题 . 我 们 先 证 明 在 庞 加 茜 
模型 中 非 欧 圆 也 是 欧 氏 贺 . 

根据 定义, 在 庞 训 革 模 型 中 的 非 欧 圆 应当 是 到 | 
一 总 a Ee De 的 非 欧 距离 为 常数 7 的 点 的 集合 : 


Ca,r = {zt€ Dnld(z, a) = r}, 
其 中 ad(z，a) 表示 点 z 到 a 的 非 欧 距离 . 


+ |z| 
当 a 一 0 村, d(z， 0) 一 巴 元 一 1 因此 ， 


| 


_ Ri+|z| __ 
Co,r 一 {zs Palin 知 二 所 = 


或 号 成 
(DO, rr 一 12 Ee Darllz| = Rsinh =} : 


可 见 ,这 时 韭 欧 圆 恰 好 是 欧 氏 国 . 

当 & 关 0 时 , 我们 可 以 通过 论 加 芋 度 量 的 刚体 
运动 ( 风 交 比 与 分 式 线 性 变换 一 节 ) 将 a 点 移 到 口 
点 ， 从 而 证 明 相 应 结论 . 

这 里 应 当 指 出 : 当 a 一 0 时 ， 非 殉 圆 与 相应 的 
欧 氏 圆 有 相同 的 圆心 , 只 是 半径 长 度 不 同 黑 了 . 但 当 
a 关 0 时, 非 欧 圆 C 虽然 也 是 欧 氏 圆 ,但 Ce : 
的 韭 欣 圆 , 届 > a 与 其 欧 氏 圆心 不 同 . 

命题 2 对 于 Ds 中 任 给 两 点 a 与 5, 总 能 以 
a 为 圆心 作 一 个 非 欧 圆通 过 65 点 . 

证 ” 设 给 定 的 a 是 原点 , 妈 a 二 0. 这 时 , 我们 
以 0 为 圆心 作 一 ( 欧 氏 ) 圆通 过 点 , 则 该 圆 即 为 
所 求 . 

设 a 关 0, 并 记 工 为 过 原点 及 a 的 直线 . 这 时 我 
们 通过 下 列 步 又 完成 非 欧 圆 的 作 图 : 先 求 出 a 点 关 
于 Ck 的 对 称 点 a* ,并 作 一 欧 氏 加 厂 通过 a 与 a* 
百 垂 直 于 工 . 依据 点 b, 作 一 点 Br? 使 得 b* 与 5 关于 
及 对称 . 若 上 5 点 在 工 上 , 则 5* 也 落 在 工 上 . 这 时 以 
b 与 b* 连 线 的 中 点 为 圆心 且 过 5b 点 的 欧 氏 圆 即 为 所 
求 . 车 5 点 不 在 工 上, 则 过 5,5*,b' 三 点 的 欧 氏 图 


51 


即 尖 所 求 , 其 中 玉 点 为 点 关于 工 的 对 称 点 ( 见 
图 34) . 证 毕 . 


34 非 欧 加 的 作 图 


图 35 画 出 了 非 欧 圆 Ce, , 的 圆心 a 以 及 过 a 所 
所 作 的 非 欧 直线 . 可 以 证 明 这 些 非 欧 直线 均 与 Co, > 
正 迹 . 


图 35 过 非 欧 贺 的 贺 心 的 非 欧 直线 
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现在 , 我 们 来 利用 庞 加 药 模 型 讨论 罗马 切 夫 斯 
基 几 何 中 的 平行 角 . 

平行 角 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 的 一 个 基本 概念 
(网 平行 公设 与 平行 角 一 节 ) . 罗 巴 切 夫 斯 基 证 明了 
与 给 定 直 线 距 离 为 a 的 点 关于 给 定 直线 的 平行 角 


AT(d) 一 arcsin(cosh 4) 1. 


现在 我 们 利用 庞 加 莱 模 型 来 证 明 这 一 公式 . 

设 工 是 Dr 中 的 一 条 非 欧 直 线 ， 又 设 了 是 工 
外 的 -一 三， 到 工 的 非 欧 距离 为 d. 也 就 是 说 ,过 pp 
氮 作 一 非 欧 直线 垂直 于 工 , 其 垂 足 为 g, 那么 P 到 
qg 的 非 欧 距离 为 4d. 我 们 通过 p 点 作 两 条 非 欧 直线 
使 之 与 LL 有 共同 的 端点 . 那么 该 两 条 非 欧 直线 即 为 
过 p 点 之 左右 平行 线 . 它们 与 直线 段 B54 的 夹 角 即 
六 平行 角 ( 见 图 36 (a) ) . 因 汶 可 以 通过 一 个 非 欧 
刚体 运动 将 g 点 移 至 原点 ,这 时 工 变 成 实 轴 上 的 
区 | 司 (一 及 ，R) , 因此 不 和 失 一 般 性 , 可 以 假定 工 就 是 
(一 且 ，R), 而 9 二 0( 风 图 36 (b) ) . 


36 平行 第 的 计算 
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为 计算 平行 角 , 我 们 在 图 36 (b) 中 作 两 条 辅助 
线 : 一 条 是 过 p 点 作 工 + 的 切线 交工 于 mm, 另 一 条 
是 p 点 至 吾 点 的 连 线 . 设 a 是 Wn 与 开 的 夹 角 ， 
而 8 是 工 与 pR 的 夹 角 . 那么 a 即 我 们 所 求 的 平行 
角 fa). 

显然 ,点 卫 在 虚 轴 上 ， 我 们 不 妨 设 p 二 pi， 
pP>>0. 由 于 pw 至 g(= 0) 的 韭 欧 距离 为 过 ,立即 得 


Rip | 
RE—p 0 
BE 有 , 
六 = 过 
人 
或 号 成 


我 们 将 p 到 m 的 欧 氏 距离 写成 |Frm|, 又 将 mm 
到 gq 的 欧 氏 焉 离 记 作 |gmil. 那么 , 我 们 有 


| 于 二 | = ptana, lBm| = DAcos ea. {4.11) 
男 外 ,显然 有 |gmm| 十 [Bmiz| 一 R. 于 是 , 由 (4.11) 有 
ptanca+ pi/ cosoa = BR, 


引 | 
Pll1 十 Sin ce) 一 五 cos ae. (4.12) 


对 上 式 两 端 作 平 方 运算 , 然后 化 简 , 即 有 


(pp 十 吾 2) sin2 ex 十 2p2sina 十 (p2 — R?2) = 0. 


由 此 解 出 sina 并 去 掉 其 负 值 的 根 ， 即 得 
R*—p* z 
Bp (4.13) 
将 (4.10) 代入 (4.13) 即 可 推出 
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Sin cr 一 


sin cr 一 ed + ea 一 (cosh ad). 
由 于 a 一 (dl)， 我 们 即 得 到 | 
zfa) = arcsinfcosh a) 1. {4.14) 


显然 , xr(d) 是 a 的 递减 函数 , 目 0 < A(d) < 亲 . 
当 了 一 0+ 时 ,ma _» 记 ; 而 当 d 一 +ce 时 ,x(ad) 


— 0O. 

最 后 我 们 利用 庞 加 革 模 型 来 说 明 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 作为 一 种 “弯曲 了 的 空间 ”中 的 几何 , 当 这 种 杜 
曲 程 度 越 小 时 就 越 接 近 欧 氏 几 何 . 

我 们 知道 ， 黎 曼 的 非 欧 几 何 可 以 解释 为 一 个 半 
径 为 吾 有 的 球面 上 的 几何 . 当 FR 越 大 ,球面 的 每 一 个 
局 部 就 越 接近 于 平面 . 从 球面 几何 的 正弦 定律 、 余 弦 
定律 以 及 其 他 公式 中 也 可 以 看 出 ， 当 所 取 球 面 半 径 
吾 趋 于 无 穷 时 , 由 球面 几何 的 公式 就 可 以 导出 相应 
的 欧 氏 几何 的 公式 . 

我 们 上 自然 希望 罗 巴 切 夫 斯 其 几何 有 相应 的 结果 . 
下 面 我 们 来 实现 这 个 想法 . 

在 定义 庞 加 芋 距 离 时 , 我 们 可 以 滋 以 任意 一 个 
常数 天, 也 有 即 
五 2 一 ab|l+ Rlae—b 
d(a, 6) = kln I 
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这 样 做 只 改变 了 非 欧 距离 的 单位 而 不 改变 其 他 几何 
性 质 . 

为 了 讨论 上 述 问 题 , 我 们 取 有 = 召 , 并 所 相应 
的 施加 荆 离 为 ga(a，5) ， 即 


[IR?2 — 二 | + 召 la 一 避 


drk(a, bb) 所 对 应 的 度量 为 
2 R2|adz| 
ds 二 = Re Taj- {4 生 .16) 


熟悉 微分 几何 的 读者 可 以 看 出 , 这 个 度量 的 曲率 恰 


好 是 -7 根据 (4.15) 很 容易 算出 非 欧 距 离 有 下 列 
性 质 : 


dr(a, DD)—2la—b (R— oo0) (4.17) 


这 就 是 说 , 当 RE 无 限 增 大 时 , 任意 给 定 的 两 点 的 非 
钦 距 离 趋向 于 它们 的 欧 氏 外 离 的 两 售 . 这 里 倍数 2 
并 非 本 质 的 ,不 影响 几何 性 质 的 讨论 . 由 此 我 们 看 
到 , 当 R 充分 大 时 , 根据 dk(a, 日 所 导出 的 非 欧 上 几 
何 性 质 便 十 分 接近 欧 氏 几何 的 性 质 . 图 37 表明 : RR 
越 大 ,连结 a 与 5 的 非 欧 线段 越 接 近 欧 氏 线 段 . 

当 我 们 将 非 欧 距离 公式 改 成 (4.15) 时 , 正弦 定 
律 与 余 芝 定律 就 改 为 下 列 形 式 


他 b € 


op 


图 37 过 ae 与 5 的 非 欧 直线 在 RR 增 大 时 变 直 


在 《4.18) 式 的 分 子 上 乘 以 RR, 再 令 玉 一 二 oo， 巡 
中 推出 欧 氏 几何 中 的 正弦 定律 , 但 这 里 要 用 到 极限 
lim (sinh 2)/z 二 1 这 一 和 事实. 

利用 展开 式 


1 EN 1 
cosh 志 = 工序 ( 专 ) +o( 走 ) We 


并 将 上 分 别 换 成 a,5,c 后 代入 (4.19), 再 对 等 式 双 
方 磁 以 R? 并 令 展 一 +oo, 取 极 限 即 可 得 到 通常 的 
余弦 定律 . 

罗 巴 切 夫 斯 其 几何 中 的 其 他 公式 如 角 穴 的 公式 、 
三 角形 面积 的 公式 等 , 均 可 照 此 办 理 . 


oO7 


这 样 我 们 说 明 了 : 欧 氏 几何 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何在 其 空间 和 曲 煞 大 趋 于 无 穷 时 的 极限 . 

在 上 述 讨 论 中 , 我 们 不 一 定 要 求 R 很 大 , 而 只 
要 a, b,c 相对 于 BR 很 小 , 就 足以 保证 欧 氏 几何 与 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 相 差 很 小 . 因此 ,在 一 个 很 小 的 局 
部 范围 内 , 欧 氏 几何 是 非 欧 几何 的 一 个 近似 . 


从 非 区 几何 到 歼 曼 几何 


下 从 前 面 已 经 指出 的 ， 非 欧 几 何 的 诞生 所 出 本 
一 个 尖锐 的 问题 : 我 们 现实 志春 的 几何 到 旗 是 欧 氏 
几何 还 是 非 欧 几何 ?这 个 问题 在 当时 的 籽 学 弄 3 引 起 
了 争议 ,并 推动 了 几何 学 的 研究 . M. 殉 葬 因 在 其 若 
名 的 著 必 《古今 数学 思想 了》 中 揪 出 : 

宙 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 的 工 

作 引 起 的 ， 关于 物理 空间 的 几何 入 们 可 以 

相信 些 人 和 什么 ， 这 个 疑问 推动 了 19 世纪 的 

重大 创造 之 一 黎 要 几何 的 产生 . 


在 上 一 章 中 ,为 了 介绍 黎 曼 的 非 欧 几 何 ,我 们 
讲述 了 黎 曼 度量 的 概念 及 黎 曼 几何 . 现在 我 们 要 进 
一 步 指 出 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 本 质 上 也 是 一 种 黎 曼 几 
何 . 为 理解 黎 曼 几何 的 意义 , 让 我 们 从 高 斯 关于 曲面 
的 微分 几何 说 起 . 

高 斯 利用 微 积 分 研究 了 曲面 , 并 更 定 了 曲面 微 
分 几何 的 基础 . 高 斯 从 曲面 的 参数 方程 出 发 ,研究 
了 曲面 上 的 测 地 线 和 曲面 的 曲率 . 设 一 张 曲 面 可 以 
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表示 成 参数 方程 : 4 = 二 w(x, yy), v= 二 v(x, yy)} 和 他 一 
af，2). 这 里 zx, y 是 参数 , 点 (x, y) 在 某 个 平面 区 
域内 变动 , 而 wz， 切 ，w(r，2) 和 w(z，2) 是 (zx, 3) 
的 连续 可 徽 的 师 数 . 这 时 映射 


(xT, YW) CulT, Y), oT Y), 2 用 


的 像 在 (w, v, ww) 空间 中 便 形成 了 一 张 曲面 . 为 了 研 
究 曲 面 的 性 质 , 高 斯 认识 到 下 面 的 量 


ds2 = du2 + dv? 二 dan 


的 重要 意义 , 其 中 ds 被 称 作 强 微 分 . 利用 曲面 的 参 
数 ， 可 以 算出 : 


ds2 = 五 (z，y)jdzr2 + 2F(z，Vy)drdzy + G(x, ydy,， 


其 中 EE,F,G 可 以 由 w(xz, y), vr, y) 和 w(xz，y) 的 
偏 导数 表示 出 来 , 而 且 Edzx? 二 2Fdzxdy 二 Gdy? 总 是 
一 个 正定 二 次 式 , 也 即 满 足 条 件 :E>0,EG—F?*> 
0. 为 了 研究 曲面 的 弯曲 状 次 , 高 斯 引 作 了 曲率 的 概 
念 . 后 来 人 们 称 之 为 高 斯 曲率 或 高 斯 总 曲率 . 它 是 曲 
面 上 一 点 处 两 个 主 曲 这 之 积 . 

现在 我 们 来 解释 主 曲 率 的 概念 . 我 们 假定 曲面 
是 光滑 的 , 并 且 在 其 上 任意 给 定 的 一 点 归 有 一 个 切 
平面 . 在 此 点 切 平 面 的 法 线 称 为 曲面 在 该 点 之 法 线 . 
过 这 一 点 处 法 线 的 任意 一 个 平面 ,都 与 曲面 有 一 条 
交 线 ,人们 称 之 为 法 截 线 , 见 图 38. 一 般 说 来 , 不同 
法 截 线 在 给 定点 的 弯曲 程度 是 不 同 的 . 但 可 以 证 明 : 


DH 


一 定 有 两 条 互相 正 交 的 法 截 线 ,它们 在 给 定点 处 的 
曲率 分 别 达 到 最 大 与 最 小 . 我 们 称 它 们 为 主 法 截 线 ; 
而 相应 的 曲率 称 为 主 曲 率 . 高 斯 曲率 就 定义 为 两 个 
主 曲率 之 飞 积 . 


图 38 法 截 线 


在 三 维 空间 中 以 FR 为 半径 的 球面 上 上， 任意 一 
点 处 的 法 截 线 都 是 该 球面 上 的 大 圆 . 因此 ， 主 曲 府 


自然 是 元。 而 高 斯 总 曲率 K = 去 在 三 维 空间 中 


的 柱 面 {(z，y，z]|z2 十 22 一 至 2?} 上 , 任意 一 点 处 主 
法 截 线 有 两 条 : 一 条 为 直线 ( 即 柱 面 的 母线 ), 为 一 
条 为 与 该 直线 正 交 的 贺 , 其 半径 为 R. 因此 , 主 曲 率 


分 别 是 0 与 部 , 高 斯 总 曲率 天 = 0. 
有 时 会 发 生 这 样 的 情况 : 两 条 主 法 截 线 的 凸 四 
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方向 完全 相反 . 最 典型 例子 是 双 曲 抛物 面 ( 又 称 马 鞍 
面 ), 见 图 39. 在 坐标 原点 OO 处, z 轴 是 法 向 量 , 其 
两 个 主 法 截 线 一 个 向 上 凸 , 而 男 一 个 向 下 上 同 . 


图 39 双 曲 抛物 面 


为 了 处 理 上 述 情 况 . 我 们 把 主 曲 蛮 以 适当 方式 
规定 它们 的 符号 涩 上 述 两 个 主 法 截 线 上 是 四 方向 不 
一 致 时 , 两 个 主 曲 率 符 号 相反 . 在 这 种 情况 下 ,高 斯 
总 曲率 K 一 0. 

伤 球面 是 男 徙 一 个 全 曲率 曲面 的 典型 例子 ,在 
每 一 所 处 其 两 个 主 法 和 截 线 的 凹凸 方 回 相反 , 见 图 40， 
而 且 其 高 斯 总 曲率 汐 常 数 . 

高 斯 关于 曲率 KK 的 最 重要 的 结果 是 : 他 经 过 复 
杂 的 计算 证 明了 总 曲率 K 可 以 完全 由 绝 微 分 ds 的 
表达 式 中 的 五 , FF 和 G 表示 . 这 表明 曲面 的 曲率 和 完 
全 由 其 内 蔓 度 量 次 定 . 这 一 重大 发 现 为 黎 曼 几何 葛 
定 了 基础 |. 

高 斯 关于 曲面 微分 几何 的 研究 , 使 他 对 非 欧 几 
何 有 了 新 的 见解 . 在 他 看 来 , 每 一 张 曲 面 本 号 就 是 一 
个 空间 ,而 把 曲面 上 测 地 线 当 作 直 线 , 曲面 上 的 内 
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芍 几 何 就 是 一 种 非 欧 几 何 . 他 试图 用 曲面 内 区 几何 
来 解释 非 欧 几何 的 合理 性 . 


图 40 ” 伪 球 面 上 的 主 法 截 线 


黎 曼 知道 高 斯 的 看 沪 ,， 并 对 高 斯 的 研究 作 了 这 
刻 的 发 展 . 歼 坚 认为 既然 昌 面 的 曲率 完全 决定 于 内 
草 度 量 , 那么 我 们 便 可 以 忘掉 曲面 ,而 直接 从 一 个 
正定 的 二 次 式 


ds2 = 五 drz2 + 2Fdxdy -+ Gdy” 


出 发 ,并 把 它 作 六 计算 两 点 间距 离 的 基础 . 这 里 包 , 下 
下 IC 是 任意 给 定 的 录 数 是 E>0, EG 一 fF?>>0. 这 
便 是 上 一 章 中 提 到 黎 曼 度量 . 

值得 指出 的 是 , 歼 坚 的 考虑 并 不 仪 限 于 2 维 平 
面 或 3 维 空 间 , 而 是 一 般 的 n 维 空 间 . 在 nn 维 空间 
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中 度量 的 一 般 形 式 是 


ds — > Dgisdridz;, 
= 二 
其 中 Hi 是 依赖 于 点 (Ti， 四 Tn) 的 遇 数 3 i — Yijis 
并 使 得 上 述 表 达 式 是 dzij(i = 二 1 ,n) 的 正定 二 


次 式 . 

歼 曼 计算 了 在 这 种 度量 下 域 线 的 长 度 , 两 条 昌 
线 的 交角 , 给 出 了 两 点 之 间 最 短线 的 方程 式 ,并 把 
高 斯 关于 曲面 曲率 的 研究 推广 到 这 种 一 般 形 式 的 度 
量 上 . 

歼 坚 作 这 些 研 究 除 了 要 推广 和 珊 期 的 结果 之 外 ， 
还 有 另外 一 个 目的 . 他 认为 过 去 的 几何 研究 中 ， 总 
是 附加 了 某 些 并 非 显 然 成 立 的 事实 . 黎 受 的 想法 是 ， 
依 笔 分 析 的 方法 ,从 最 一 般 的 假设 出 发 , 看 看 能 导 
致 怎样 的 结 采 . 为 了 避免 涉及 空间 的 非 先 验 的 性 质 ， 
他 选择 了 度量 一 一 局 部 计算 距离 的 规则 ,人 和 作为 他 的 
研究 的 基本 出 发 不 . 

现在 , 我 们 看 到 了 , 欧 氏 几何 、 歼 曼 的 非 欧 几何 
及 罗 巴 切 夫 斯 基 几 和 何 的 庞 加 革 模 型 都 是 黎 曼 几何 的 
特例 : 


ds? 一 dz2 十 dy?  ( 欧 氏 几何 ), 
ds? 一 一 42 dy ( 黎 曼 非 欧 几何 )， 
[ 二 (2? 十 so) | 
4k2R2(dz?2 + dy2) 
ds 二 = TR2 一 (z2 + vy2)]2 ( 庇 加 芋 模 型 ). 
Wd 


这 三 个 度量 的 曲率 分 别 交 0,a2 及 一 1752. 显然 , 这 
三 种 度量 可 以 写成 一 种 统一 形式 


dz2 十 dy’* 
他 2 、]2 
1+ (ze 十 22)| 


其 中 c 为 常数 ,是 该 度量 的 曲率 , 它 可 正 可 负 ， 可 
以 为 和 零 . 三 种 几何 在 黎 曼 几何 中 得 到 统一 : 欧 氏 几何 
对 应 于 曲率 为 0 的 度量 , 黎 曼 非 欧 几 何 对 应 于 正 的 
常 曲 率 度 量 , 而 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 对 应 于 负 的 常 曲 
著 度 量 . 

这 样 我 们 也 就 明 怕 了 , 为 什么 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 能 在 伪 球 面 上 局 部 实现 . 

对 于 我 们 的 现实 空间 应 该 是 哪 种 几何 的 问题 ， 
黎 曼 认为 现实 世界 的 几何 只 可 能 是 他 所 研究 的 一 般 
黎 芝 几何 的 特殊 情况 . 至 于 它 是 怎样 的 黎 曼 几 们 , 这 
个 问题 应 当 留 给 物理 学 家 和 天 文学 家 在 未 来 解决 ， 
因为 这 需要 来 自 数学 外 部 的 依据 . 
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五 、 络 束 语 


非 欧 几何 的 故事 ,作为 数学 的 故事 , 已 经 结束 
了 了- 然而 , 似乎 事情 尚未 真正 完结 . 因为 读者 还 存在 
这 样 的 疑问 : 我 们 所 赖 以 生存 的 宇宙 到 底 是 哪 种 几 
何 ? 欧 氏 泌 何 还 是 非 欧 几何 ? z 

然而 , 这 个 问题 不 是 数学 家 能 够 回答 的 ,人 亡 是 
一 个 物理 问题 |. 

关于 这 个 问题 , 过 去 数学 家 之 间 也 曾经 有 各 种 
争议 . 在 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 出 现 之 后 ,这 种 委 论 才 
得 到 平息 . 

我 们 前 面 已 经 指出 , 高 斯 很 早 之 前 够 怀疑 欧 几 
里 得 几何 的 县 实 性 , 怀疑 其 中 第 5 公设 成 并 的 必然 
性 ,他 六 此 还 实际 测量 过 三 个 山峰 组 成 的 三 角形 的 
内 角 和 . 和 鳌 曼 不 仅 质 疑 第 5 公设 的 先 验 性 , 而 县 还 
质疑 了 空间 的 无 穷 性 . 他 指出 空间 的 无 穷 性 与 没有 
边界 是 两 回 事 , 并 在 这 样 的 基础 上 建立 了 了 他 上 自己 的 
非 欧 几何 . 

但 是 ,并 不 是 所 有 数学 家 都 持 有 相同 的 观点 . 有 
一 部 分 数学 家 , 其 中 也 不 乏 著 名 数学 家 , 认为 欧 几 
里 得 几何 是 描述 大 目 然 的 唯一 正确 的 几何 . 欧 几 里 
得 的 第 5 公设 不 包 符 合 人 们 的 经 验 , 而 且 也 是 宇宙 
规律 的 一 部 分 . 他 们 其 至 认为 非 欧 几何 是 没有 物理 
价值 的 ,， 它 不 过 是 一 些 数 学 家 为 了 满足 他 们 在 逻 畴 
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上 上 的 好 奇 心 而 得 到 的 一 种 工艺 品 . 在 他 们 看 来 , 黎 曼 
志和 何 不 过 是 在 欧 代 几何 中 引进 了 一 种 新 距离 了 珊 数 而 
已 ,是 欧 氏 几何 框架 下 的 一 种 几何 . 

由 于 非 欧 几何 在 19 世纪 下 半 叶 ,没有 发 现任 
何 实 际 的 物理 应 用 ， 人们 逐渐 对 它 和 失去 了 热情 与 关 
注 . 1905 年 爱 因 斯 坦 发 表 了 了 狭 多 相对论 , 十 年 之 后 ， 
又 发 表 广 六 相对 论 . 广义 相对 论 的 发 现 使 人 类 的 时 
5 经 观 发 生 了 草 命 性 的 转变 , 并 且 使 黎 曼 几何 不 仅 在 
数学 界 ， 而且 在 物理 学 界 ,得 到 了 空前 的 关注 和 更 
广泛 的 研究 . 人 们 再 一 次 看 到 了 物理 与 数学 的 深刻 
联系 ,同时 人 们 也 认识 到 了 高 斯 和 整 曼 的 远见 及 思 
相 之 深刻 . 

解释 广 X 芯 相对 论 如 何 用 到 了 黎 曼 几何， 已 超 
出 了 本 书 的 范围 和 作者 的 能 力 . 这 里 我 们 只 指出 下 
列 结 论 按照 广 ¢ 六 相对论 的 和 看法， 宇宙 的 时 间 与 
2 闻 形 成 了 一 个 具有 特定 黎 曼 度量 的 四 维 流 和 形 . 
由 于 物质 的 存在 及 其 分 布 的 不 均 色 性 ， 使 得 这 个 四 
维 流 形 不 是 平坦 的 ,而 是 “次 曲 和 的”; 而 引力 的 作 
用 恰好 是 沿 着 该 和 歼 曼 度量 下 的 测 地 线 方 回 进行 . 爱 
因 斯 坦 在 这 样 的 框架 下 , 更 新 了 经 暴力 党 中 的 引 | 力 
场 理 论 . 

总 之 ， 根据 三 世相 对 论 的 观点 ， 宇 宙 的 时 空 
不 是 一 个 四 维 的 欧 几 里 得 空间 ， 而 是 一 个 十 分 复 
菜 的 ， 有 着 各 种 弯曲 的 空间 ， 而 其 弯曲 程度 取决 
于 空间 物质 的 质量 分 布 . 但 是 ,在 一 个 很 小 的 局 部 
范围 内 ， 忽 略 基 些 因 素 之 后 ， 其 曲率 可 视 为 常数 ， 
芯 至 为 零 . 这 时 它 可 以 用 非 欧 几 何 或 欧 氏 几何 来 
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如 果 说 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 在 人 类 的 时 空 
观 上 是 一 场 重大 革命 那么 这 场 革 命 的 数学 发 靖 
应 追 湖 到 非 欧 几 何 的 诞生 , 这 便 是 非 欧 几何 的 历史 
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